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“A coisa mais bela que o homem pode experimentar
é o mistério. E essa emocdo fundamental que esta

na raiz de toda ciéncia e toda arte.”

Albert Einstein
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RESUMO

A proposta deste trabalho é encontrar solucdes, a partir da equacéo de Einstein
dos cristais liquidos, que possam descrever as configurac6es do vetor diretor
em torno de defeitos topoldgicos contidos em uma amostra de cristal liquido
nematico. Para encontrar essas solucdes, fizemos uma analogia com o que €
feito na teoria da relatividade geral, em que o tensor energia momento é
considerado nulo para uma regido que nado contenha massa e, a partir de
entdo, consideramos na equacdo de Einstein dos cristais liquidos o tensor
stress nulo. Para tal finalidade, utilizamos o caso particular das componentes
do vetor diretor bidimensional com uma estrutura planar e, usando estas
componentes na equacao de Einstein dos cristais liquidos, chegamos a
equacdo que descreve as configuracdes estéticas do diretor ao redor dos
defeitos. Para esse caso, essas configuracdes estdo relacionadas a uma tor¢cao
(twist). As componentes tridimensionais do vetor diretor estdo relacionadas
com estruturas finas capilares, onde o diretor tende abandonar a configuracéo
de uma estrutura planar para uma terceira dimensdo. Usando estas
componentes na equacdo de Einstein dos cristais liquidos, chegamos a
equacdo que descreve as configuracOes estaticas do vetor diretor escape
(vetor diretor escapando para uma terceira dimensdo), sendo que essa
configuracgédo, esta relacionada com os termos Bend (curvar) e Splay (afunilar).
Neste trabalho, propomos um termo correspondente ao tempo no escalar de
curvatura (solucdo da equacdo da equacdo de Einstein dos cristais liquidos)
para torna-lo quadrimensional. Resolvendo este escalar de curvatura por meio
das componentes do vetor diretor, que passam agora também a depender do
tempo, iremos obter as equacfes que possibilita a descricdo das configuracdes
dindmicas do diretor em torno dos defeitos. As equacdes que descrevem as
configuracbes de defeitos dindmicos e estaticos apresentados nesta
dissertacdo apresentam semelhanca com as que sdo encontradas na teoria

continua dos cristais liquidos nematicos.

Palavras-chave: Cristais liquidos nematicos. Dinamica do vetor diretor.

Equacao de Einstein dos cristais liquidos.



ABSTRACT

The proposal of this work is to find solutions from the Einstein equation of liquid
crystals, which can describe the settings of direction vector around topological
defects contained in a sample of nematic liquid crystal. To find these solutions,
we made an analogy with what is done in the theory of general relativity, in
which the energy momentum tensor is void for a region that contains no mass,
and thereafter, we consider the Einstein equation of liquid crystals the stress
tensor null. For this purpose, we used the particular case of two-dimensional
direction vector components with a planar structure, and using these
components in Einstein's equation of liquid crystals, we come to the equation
that describes the static configurations of the director around the defects. For
this case, these settings are related to a twist (twist). The three-dimensional
components of the direction vector are related with fine structures capillaries,
where the director tends to leave the configuration of a planar structure to a
third dimension. Using these components in Einstein's equation of liquid
crystals, we come to the equation that describes the static settings of the
escape direction vector (direction vector escaping into a third dimension), and
this configuration is related to the terms Bend and Splay. In this paper, we
propose a term corresponding to the time the scalar curvature (equation
solution of the Einstein equation of liquid crystals) to make it four-dimensional.
Solving this scalar curvature through the components of the direction vector,
which are now also depend on time, we will obtain the equations that allows the
description of dynamic configurations of the director around the defects. The
equations that describe the configuration of dynamic and static defects
presented in this thesis show similarity with those found in the continuous

theory of nematic liquid crystals.

Key-words: Nematic liquid crystals. Dynamic vector director. Einstein equation

of liquid crystals.



INTRODUCAO

O cristal liquido nematico é um estado em que as substancias possuem
caracteristicas de fluir, como um liquido isotrépico, e ordem orientacional de
longo alcance, presente na maioria dos sdlidos cristalinos. Mas esse sistema
geralmente apresenta irregularidades no seu estado de ordenamento que sao

conhecidos como defeitos topoldgicos [1].

Esses defeitos topoldgicos presente em cristais liquidos nematicos séo
formados quando ocorre a quebra de simetria da fase isotrépica em uma

transicao fase isotropico-nematica.

Os defeitos topoldgicos surgiram em transicdes de fase no universo
primitivo, e suas propriedades dependem dos detalhes particulares da quebra
espontanea de simetria que os geram. O conceito de simetria esta diretamente
relacionado com o0 conceito de isometria, assim como suas operagoes
geomeétricas associadas de reflexdo, rotagéo e translacéo [2]. De forma geral,
pode-se dizer que um sistema é simétrico se 0 mesmo ndo muda as suas
caracteristicas e propriedades frente a alteracdes dos parametros que o

descrevem.

Do ponto de vista tecnologico industrial, os defeitos topolégicos
comprometem a qualidade das imagens dos mostradores de cristal liquido
devido ao espalhamento da luz. Assim, € interessante, tanto do ponto de vista
tecnolégico quanto cientifico, o estudo da dinamica dos defeitos topoldgicos

com finalidade de reduzi-los [1].

Nos ultimos anos, alguns estudos tedricos relacionados a amostras de
matéria condensada [3,4] foram realizados utilizando cristais liquidos. As
caracteristicas cosmolégicas inacessiveis como os defeitos topoldgicos
presentes no universo primitivo, sdo semelhantes aos defeitos encontrados em

uma amostra de cristal liquido.

Partindo desse pressuposto, as equacgdes que descrevem as texturas de
cristais liquidos as e equacdes do campo gravitacional do setor espacial que €

descrita pela relatividade geral, sdo bastante semelhantes. Como ambas as



teorias sdo equivalentes, a plica-se a mesma ferramenta matematica para as
equacdes da fisica dos cristais liquidos neméticos, os tensores. Assim sendo,
pode-se obter uma curvatura escalar intrinseca tridimensional ndo nula

conectada com as texturas de uma amostra nematica.

Por meio do escalar de curvatura, chega-se a mesma a uma equacao que
descreve as configuracfes do vetor diretor em torno dos defeitos presentes
numa amostra de cristal liquido. Esses mesmos defeitos sédo obtidos utilizando
as equacdes da teoria continua estatica dos nematicos, tanto para o caso

bidimensional, quando para o tridimensional.

O presente trabalho tem como objetivo de introduzir um termo a mais no

escalar de curvatura correspondente ao tempo tornando-o quadrimensional.

O escalar de curvatura quadrimensional proposto é baseado na teoria

dindmica dos cristais liquidos nematicos.
Esta dissertacdo esta organizada da seguinte forma:

No capitulo 1 é apresentado um breve histdrico sobre os cristais liquidos
e a sua importancia para o desenvolvimento tecnolégico e bioldgico. Sao
abordados também as principais fases liquido-cristalinas e parametro de ordem

escalar, onde este descreve uma transi¢cao de fase.

No capitulo 2 ser4 apresentada a teoria continua cristais liquidos
nematicos. Ao longo dos anos, varios modelos foram propostos para descrever
essa teoria, dentre entre eles se destacam o modelo de Erickson-Leslie [5-7], o

de conexdo afim de Hess [8-11] e 0 modelo cinético de Doi [12-15].

7

E nesta teoria que é estudado o comportamento dos cristais liquidos
nematicos por meio de equacgdes hidrodinamicas, com base apenas no modelo

de Erickson-Leslie.

No capitulo 3 serdo apresentados alguns fundamentos da relatividade

geral que é bastante relevante para esse trabalho.



No capitulo 4 sera discutida e definida a relacdo entre os parametros de

ordem macroscopico e microscopico. E na sequéncia, é apresentado um

embasamento tedrico para definicdo do parametro de ordem elipsoidal.

No capitulo 5 é apresentada conceitualmente que as texturas dos cristais
liguidos nematicos tém associada uma superficie com uma curvatura
intrinseca. As variacdes do vetor diretor ao redor de um defeito do tipo linha
(declinacbes) estdo relacionadas com a elasticidade da amostra de cristal
liquido [16]. Pela teoria continua, serdo obtidas as equacOes estaticas e

dindmicas que descreve os defeitos topologicos.

No capitulo 6 iremos obter as configuracbes estaticas e dinamicas do
vetor diretor resolvendo a equacéo de Einstein dos cristais liquidos nematicos.
Sera proposto um escalar de curvatura quadrimensional. E por fim, serdo

apresentadas as conclusdes e as perspectivas futuras.



CAPITULO 1

Este capitulo faz uma breve discursédo da histéria dos cristais liquidos que
foram ganhando importancia ao longo do tempo. Por meio de estudos de
alguns pesquisadores, sendo que alguns deles ganharam um prémio Nobel,
essa nova fase da matéria (cristais liquidos) é responsavel pelo avanco
tecnologico e é dividida em dois grandes grupos que serdo apresentados com
maiores detalhes ao longo do texto.

CRISTAIS LIQUIDOS

Os cristais liquidos, desde a sua descoberta, tém despertado interesses
de alguns pesquisadores devido a possibilidade de aplicacdes tecnoldgicas
como, por exemplo, em mostradores digitais e sensores de temperaturas. Eles
apresentam grande importancia na pesquisa basica em fisico-quimica e em
aplicacOes bioldgicas, onde os cristais liquidos podem mudar significativamente
a velocidade de liberacdo de farmacos, aumentando solubilidade, absorcao e

controle no organismo [17].

1.1  Um breve Histérico

A primeira descricdo de um cristal liquido foi feita pelo botanico Friedrich
Reinitzer em 1888. Segundo suas observa¢des, uma molécula conhecida como
benzoato de colesterila tinha dois pontos de fuséo distintos (145,5 °C e 178,5
°C) [18]. A temperatura ambiente, ela apresentava aparéncia sélida cristalina, e
gquando aquecidas, se transformavam num fluido leitoso, e ao manter o
aguecimento, voltava a mudar de aparéncia, desta vez para um liquido
transparente. Essas constatacGes foram feitas quando ele pesquisava a funcéo
do colesterol das plantas. Suspeitando que o fenébmeno observado pudesse ser
devido a impurezas no material, Reinitzer enviou amostras ao fisico Otto
Lehmann o qual, para descobrir as possiveis impurezas, fez um estudo
criterioso utilizando um microscépio de luz polarizada e verificou que, com

variacdo da temperatura, esta substancia, apesar de liquida, apresentava



caracteristicas opticas de um sdlido como a birrefringéncia, em que 0 mesmo
denominou de cristal liquido [18].

A comunidade cientifica, no entanto, na época da descoberta do cristal
liquido, ndo aceitava a idéia de uma substancia possuir mais de um ponto de
fusdo. Os quimico-fisicos Gustav Tammann e Quincke deram uma explicacéo
do fendmeno observado por Lehmann, no qual os cristais liquidos eram na
verdade coloides, pois estes sdo constituidos de componentes solidos devido
as impurezas.

Outra explicacdo também foi dada por Walther Nernst, que viria ganhar o
premio Nobel em 1916 pela terceira lei da termodinamica. Segundo ele, em vez
de ser um coloide, o fendbmeno observado era devido a uma suspensao de
goticulas de um liquido em outro. Em virtude de muitas especulacées do
fenbmeno observado, Lehmann e o quimico-fisico Rudolf Schenck realizaram
criteriosos experimentos com a finalidade de provar que os cristais liquidos
utilizados eram materiais de alto grau de pureza [18].

Foi no encontro da Sociedade Alema de Quimica realizado em 3 de junho
de 1905, que encerrou as ideias contraditorias sobre a existéncia dos cristais
liguidos e a partir de entdo, comecaram a existir grupos de pesquisadores
interessados em estudar essa nova fase da matéria.

Em 1922, o francés George Friedel publica um trabalho que descreve as
diferentes fases de um cristal liguido no qual os classifica em nematicos,
esméticos e coletéricos [19].

O encontro realizado em abril de 1933 no Royal Society of Chemistry [20],
foi marcado pelo debate entre os tedricos do “aglomerado” representado por
Leonard Orstein e Wilhelm Kast e tedricos da “distor¢ao” Carl Wilhelm Oseen
[21] e Hans Ernest Zocher [22].

Os tedricos do “aglomerado” postularam a existéncia de aglomerados de
moléculas alinhadas como explicagcdo para as caracteristicas anisotrépicas
apresentadas nas fases liquido-cristalinas, enquanto que os tedricos da
“distorgao” s6 observavam a anisotropia Optica [23,24].

Os trabalhos realizados por Ossen com as médias de grandezas que
caracterizam a estrutura microscopica dos cristais liquidos € conhecida

atualmente como teoria continua [21]. Seu aluno, Adolf Anzelius desenvolveu a



teoria hidrodinamica para a fase nematica, que apesar de conter alguns erros,
serviu de base para a teoria de Ericksen-Leslie [20].

Em 1961, era formulada pela primeira vez a teoria microscépica, por dois
fisicos alemaes, Wilhelm Maier e Alfred Saup, que relaciona as caracteristicas
moleculares com as fases liquido-cristalinas [23,25].

No ano de 1962, George Gray publica um trabalho completo [18] sobre os
cristais liquidos, em que apresenta grandes contribuicdes no estudo dos
polimeros — cristais liquidos macromoleculares. Nesta mesma época, 0
britAnico Charles Frank, baseado nos trabalhos de Oseem [21] e Zocher [22],
inicia a teoria da fisica moderna dos cristais liquidos onde [26] James
Fergason, engenheiro da Westinghouse, aplicou essa teoria na construcéo de
termbmetro de cristal liquido e patenteando-a em 1963 [20].

No final da década 60, um grupo de pesquisadores da RCA (Radio
Corporation America) teve a idéia de utilizar cristais liquidos em monitores de
TV de raios catddicos, mas eles ndo contavam com a rejeicdo da RCA por
achar essa ideia inviavel e o grupo se desfez. Um dos integrantes do grupo,
Wolfgang Helfrich no inicio da década de 70, em parceria com Schadt,
patentearam a idéia de utilizar os cristais liquidos neméticos torcidos (twist) em
mostradores [27]. A fase nemética, ndo possuia uma temperatura ndo muito
agradavel numa sala de estar de TV, mas usufruindo do trabalho de George
Gray e tirando proveito da termodindmica fundamental (a regra de Gibbs),
consegue elaborar misturas de cristais liquidos cuja fase nemética se encontra

entre 9 graus negativos e 59 positivos [27].

Em 1991, De Gennes ganhou o prémio Nobel mostrando que métodos
usados para estudar a ordem dos fenbmenos em sistemas simples podem ser
generalizados para sistemas complexos da matéria, como por exemplo, 0s
cristais liquidos [23, 27,28].

Percebe-se, assim, com o passar do tempo, desde a sua descoberta, a
nova fase da matéria foi ganhando uma atencédo mais especial entre tedricos e

experimentais, devido a sua grande aplicagcao tecnologica.

Na proxima secdo vamos fazer uma explanagdo dos solidos cristalinos,

liquidos isotropicos e cristais liquidos, com finalidade de se obter associada a



cada fase, uma grandeza escalar chamada de parametro de ordem e que €

obtida em relacdo a uma direcao preferencial das moléculas de cada fase.

1.2 Introducéo aos Cristais Liquidos

Na natureza a matéria se encontra agregada em diferentes formas que
dependem de arranjos moleculares influenciaveis pela temperatura na qual, as
mais comuns sao solido, liquido e gasoso.

Nos solidos cristalinos as moléculas ndo se distribuem aleatoriamente e
ocupam lugares especificos, os eixos moleculares apontam em direcdes
especificas formando uma estrutura unitaria, idéntica e periodicamente
repetida. Como as moléculas sédo ordenadas, elas possuem um estado pouco
simétrico e eles apresentam ordem translacional e rotacional de longo alcance
[29].

Nos liquidos ou liquidos isotrépicos, as moléculas se distribuem quase
aleatoriamente de modo a formar um estado quase desordenado e, portanto,
simétrico. Eles sao espacialmente homogéneos e rotacionalmente isotrépicos
onde suas propriedades sdo invariantes com respeito as translagfes através de
qualquer vetor posicdo e rotacdes arbitrarias sobre qualquer eixo.

Embora existam outras substancias que apresentam estados diferentes
dos ja citados anteriormente, o cristal liquido € um exemplo, que apresenta
propriedades mecanicas presentes nos liquidos como, fluidez, resisténcia a
baixa tensdo e propriedades mecéanicas presentes em solidos cristalinos como
susceptibilidade magnética e indice de refracdo, sendo assim o cristal liquido é
uma fase da matéria que apresenta um comportamento intermediario entre um

solido e um liquido [30] (ver figura 1.1).
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Figura 1.1: Arranjo molecular dos estados: (a) Solido; (b) Cristal Liquido; (c) Liquido. [30]

A ordem orientacional e posicional dos cristais liquidos sdo menores nos
sélidos cristalino e maior nos liquidos isotropicos, onde estes, ndo apresentam
ordem preferencial. As moléculas dessa nova fase da matéria apresentam a
tendéncia de se orientar ao longo de um eixo que € chamado de vetor diretor e

denotado por um vetor unitério n [31] (ver figura 1.2).

i\

AV
AN

Figura 1.2: Ordem molecular em um cristal liquido [31].

E importante destacar na figura 1.2, que as moléculas ndo apresentam
um sentido preferencial, onde n e - n sdo equivalentes [32]. O grau de
alinhamento médio das moléculas de uma amostra de cristal liquido,

s

dependente da temperatura, € medido por um parametro de ordem escalar,



gue também é chamado de parametro de ordem microscoépico, o qual pode ser
obtido por meio do célculo médio do segundo polinémio de Legendre (P,), isto

é,
S = %(3c0526 — 1) = (P,(cos 6)) (1.1

onde 6 é o angulo entre cada eixo simétrico (eixo maior da molécula) e o vetor
diretor. Com esse parametro de ordem, pode-se fazer a distingédo entre a fase
mais ordenada e a fase menos ordenada. No estado solido todas as moléculas
se encontram alinhadas, o angulo 6 tera um valor nulo (6 = 0), e teremos um
valor deS=1. No estado liquido as moléculas estdo distribuidas
randomicamente, logo o angulo 6 pode assumir qualquer valor com
probabilidades iguais, tendo que S = 0. Para a fase cristal liquida o parametro
de ordem microscopico (S) assume valores intermediarios entre 0 (zero) e 1
(um).

A proxima secgdo é dedica especialmente a classificacdo das fases dos

cristais liquidos e aplicacéo destes.

1.3 Classificacéo Cristais Liquidos

A classificacdo dos cristais liquidos é feita de acordo com seus arranjos
moleculares e as transi¢cdes de fases observadas. Eles sdo divididos em dois
grandes grupos, os Termotrépicos e os Liotrépicos, que serdo discutidos nas

proximas subsecoes.

1.3.1 Cristais liquidos Termotrépicos

Os cristais liquidos termotropicos sdo aqueles em que as transicdes de
fases ocorrem com funcdo da temperatura. Os termotropicos sédo substancias
organicas formadas por moléculas anisométricas, ou seja, alongadas ou em

forma de discos [30] (ver figura 1.3).
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Figura 1.3: Moléculas anisométricas: (a) Alongada; (b) Discética. [20]

Como foi apresentado inicialmente, G. Friedel classificou as fases dos
cristais liquidos de acordo com sua simetria, estrutura e ordem molecular em:

Nematicos, Colestéricos e Esméticos.
As trés principais mesofases dos neméticos sao: uniaxial, biaxial e quiral.

A fase nemética uniaxial é caracterizada por possuir apenas uma direcdo
preferencial em relacdo ao vetor diretor e encontram-se com seus centros de
massa distribuidos aleatoriamente, isto é, ndo possui ordem posicional de
longo alcance, mas apresentando uma ordem orientacional . Se as sua
moléculas forem alongadas (prolatas) temos a fase nemética calamitica e se

for achatadas (oblatas) temos a fase nemaéatica discaética [30] (ver figura 1.4).
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Figura 1.4: Fases Nematicas: (a) Calamitica; (b) Discotica. [20]

A fase nematica biaxial possui duas direcdes preferenciais, uma

perpendicular ao diretor e outra paralela ao mesmo (ver figura 1.5a).

Na fase nematica quiral ou colestérica, composta por carbonos quirais, o

vetor diretor gira em torno de um eixo perpendicular (eixo de torcao)

descrevendo uma estrutura helicoidal (ver figura 1.5b). Quando ele der uma

volta completa ao longo do eixo de torcdo (twist) a distancia percorrida é

chamada de passo do colestérico.

— Fasso
*J - .
i o Colesterico

(a)

(b)

Figura 1.5: Fases nematicas: (a) Nematica biaxial; (b) Nematica colestérica. [20]
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Os nemaéticos apresentam uma caracteristica peculiar quando estéao
sujeitos a um campo elétrico, as moléculas tendem a girar facilmente devido a
um torque, ficando paralela ao campo elétrico. Essa facilidade de resposta
encontrada neles € a base de funcionamento dos displays de cristal liquido
(LCD) [27].

A fase esmética possui um ordenamento maior quando comparada com a
neméatica. As moléculas desta fase estdo organizadas em forma de camadas
paralelas entre si e separadas por uma distancia bem definida, sendo que
orientacdo destas é feita com 0s seus eixos de simetria em relacédo aos planos
paralelos das camadas e que se encontram perpendiculares a estes. Mas por
outro lado, as moléculas ndo apresentam ordenamento posicional porque
podem ter seus centros de massa distribuidos aleatoriamente dentro das
camadas. Devido a essas diferentes orientacdes, surgem diferentes tipos de

esmeéticos, como: Esmético A e Esmético C [1].

Na fase esmética A, suas moléculas sdo orientadas perpendicularmente
as camadas com os centros de massa distribuidos dentro das mesmas (ver
figura 1.6a). A fase esmética C possui uma estrutura semelhante a anterior,
mas suas moléculas apresentam certa inclinacdo de um angulo 8 em relacéo

ao plano das camadas (ver figura 1.6b) [27].

S TIVIIN Al 7,

NOLINS 000000

0ANZON 000000

Figura 1.6: Fases Esmética: (a) Esmética A; (b) Esmética C. [20]
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1.3.2 Cristais liquidos Liotrépicos

Os cristais liquidos liotropicos sdo substancias homogéneas obtidas a
partir de misturas de um solvente, geralmente agua, um soluto e um
surfactante. As transicbes de fases nos liotrépico podem ocorrer devido as
variacbes de concentra¢gfes dos constituintes desta mistura, de temperatura e

presséao [33].

O soluto é formado por moléculas anfifilicas sendo que a mesma é
composta por uma parte polar que apresenta uma “cabeca” (hidrofilica) ligada a
uma ou mais caudas (hidrofébica) de cadeia carbdnica, formando a parte
apolar (ver figura 1.7). Um exemplo de uma molécula que contém essa dupla

afinidade é a do sal de laurato de potassio [34].

1
H-C-H
H-C -H
H=-C=H .
, Cauda hidrofobica
H=-C -H
H=C=H
*,
H-C -H
g
H=-C=-H

Y

uo' o Cabecga hidrofilica

Figura 1.7: Molécula Anfifilica [33].

Quando o soluto € misturado na agua com um surfactante, que € um
agente que diminui a tensdo superficial de outros liquidos sendo este uma
molécula lipidica, as moléculas anfifilicas tendem a formar estruturas
chamadas de micelas (ver figura 1.8). Estas s&o os constituintes basicos dos

cristais liquidos liotropicos.
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Figura 1.8: Micela [34].

Dependendo do tipo de simetria apresentada pelas micelas, as fases dos
liotrépicos possuem uma classificacdo semelhante com os termotrépicos, ou

seja, nematica, lamelar e colestérica.

Na fase nematica, se as micelas possuirem um formato cilindrico tem a
fase calamitica (ver figura 1.9a), mas se tiverem uma forma de disco a fase
sera chamada de discotica [35,36] (ver figura 1.9b).

Q

o O o 9

o o (& 7YY

Q

nonf %%%
(a) (b)

Figura 1.10: Micela na fase nematica. (a) calamitico e (b) discéticos. [33]

Na fase lamelar, as moléculas anfifilicas formam bicamadas intercaladas
por agua (ver figura 1.10), estas estruturas estao presentes em todos 0s seres

vivos [37]. Esta fase é equivalente a esmética nos termotropicos.
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Figura 1.9: Cristal liquido liotrépico na fase Lemelar [34].

Os cristais liquidos liotrépicos compdem prototipos que sao utilizados
como um sensor de vibracbes para detectar batimentos cardiacos, e também
podem ser aplicados em equipamentos como sismoégrafos ou dispositivos de
seguranca [38].

Neste capitulo foi dada uma visdo geral sobre os cristais liquidos, onde foram
apresentadas as duas classes existentes: termotropicos e liotrépicos.
Classificamos as mesofases liquido-cristalinas e apresentamos as suas
aplicacoes, enfatizando as diferencas entre elas. Neste trabalho todos os

calculos feitos sdo com respeito a penas a fase nematica.
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CAPITULO 2

Neste capitulo, seréo discutidos inicialmente sob quais circunstancias os
cristais liquidos nematicos podem ser considerado como meios continuos e no
decorrer do texto, serdo deduzidas as equacdes estatica e dinamica que
descrevem o comportamento dos nematicos, e elas serdo obtidas com base no

movimento de um liquido isotrépico e do vetor diretor.

TEORIA CONTINUA DO ESTADO NEMATICO

Em um meio nematico ideal todas as moléculas estdo alinhadas
uniformemente. Mas em uma situacdo real, esse alinhamento deixa de ser
uniforme devido a acdo de campos externos (elétrico e magnético) e cada
grupo local de moléculas de uma amostra de cristal liquido neméatico esta
alinhado ao longo de uma direcdo preferencial, ocasionando distorgcbes no
alinhamento devido a diferentes orientacbes moleculares, ou seja, o parametro
de ordem escalar varia em cada ponto desta amostra. Essa variagdo ocorre em
distancias bem maiores que as dimensdes moleculares, de maneira que
podemos considerar como um meio continuo [39]. Na secdo a seguir,
apresentada de forma resumida as equacdes dinamicas dos cristais liquidos

nematicos.

2.1 Equacdes hidrodinamica dos neméticos

Nesta secdo vamos estudar o comportamento dos cristais liquidos
nematicos causados por perturbacdes, onde estas sédo descritas por equacdes
hidrodindmicas. A propagacdo dessas perturbacdbes nas correntes e
densidades locais corresponde a conservagcdo da massa, do momento linear,

momento angular e da energia [40].

Ao longo do estudo dos cristais liquidos varios modelos foram propostos
para tratar a hidrodinAmica dos nematicos, entre eles se destacam, o modelo

de Erickson-Leslie, que sem quaisquer detalhes microscépicos € baseado nas
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equacdes de movimento de um fluido isotropico e na equacado de movimento
do vetor diretor [5-7]; o modelo de conexao afim de Hess, que faz o uso de uma
transformacéao afim para deformar os potenciais esféricos presentes nos fluidos
isotrépicos para potenciais elipsoidais presentes em fluidos com caracteristicas
anisotropicas [8-11] e o modelo cinético de Doi descreve a viscosidade

anisotropica de um nematico [12-15]. Neste trabalho é abordado apenas o

primeiro modelo.

Em cada lei da conservagdo sera levada em consideracdo um sistema
cartesiano num referencial inercial, isto &, referenciais onde as leis do
movimento de Newton sdo validas. Serd utilizada a notacéo tensorial Einstein
ou indicial [41]. A virgula denota diferenciagdo parcial com respeito a
coordenadas de espaco e a diferenciacdo temporal é representada por um

ponto sobre a grandeza fisica. Como por exemplo,

or  ov, . T
© Ox; Vi = 9x

Para x; ou x; tem (x4, x,, x3) correspondente a (x,y,z), onde i,j = 1, 2,3.

Considera-se o cristal liquido na fase nematica como um meio
incompressivel (v;; = 0,onde v; é avelocidade linear) com uma temperatura
constante (T,; = T = 0) e termicamente isolado, isto é, ndo ha trocas de calor.
Seré& considerado que o vetor unitario (n;n; = 1) tem uma magnitude constante
e um alinhamento espontaneo devido as interacbes moleculares serem mais
fortes do que forcas externas e campos. Estas condi¢cdes apresentadas
anteriormente sdo validas para todos os fendmenos estaticos e dinamicos

deste capitulo.
A conservacéo das leis é apresentada da seguinte forma [41]:

» Conservagao da massa
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d
EfvpdV =0 (2.1)

onde p é a densidade de matéria do fluido.

» Conservagao do Momento linear

d
dt 14 14 A
onde f; é a forga por unidade de volume e gj; € 0 tensor stress.

» Conservacao do Momento angular

d

_.feijk vak pdV = feijkxjfk av + f&‘l’jkx]' tk dA (23)
dt v 1% A

onde €;;,€ conhecido como simbolo de Levi Civita [44] e t, € a for¢a por

unidade de area ou vetor stress que pode ser escrita em termos de suas

componentes, isto €, t, = g;,v;, onde v; € o vetor unitario ao longo da normal

saindo da superficie A.

» Conservagao da energia

d
dtV 1% A
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onde E é energia por unidade de volume.

O conjunto de equacdes apresentadas descreve apenas o comportamento de
fluidos isotropicos [37], onde estes ndo apresentam ordem orientacional e
posicional. Para descrever o comportamento dos cristais liquidos nematicos, €
necessario introduzir o movimento orientacional do vetor diretor nas equacdes

(2.3) e (2.4) [6]. Reescrevendo essas equagdes chega-se respectivamente a,

d .
%I(Pfijk XUk + P1€ijxNiy)dV
v

= f(eijkxjfk + Eijkank ) av + f(Eijkx]' tk + El-jkank ) dA (25)
%4 A

d 1 1
afv(U + Epvl-vi + Eplnl-nl-) dv
v A

onde p; possui dimensdo de momento de inércia por unidade de volume, U € a
energia interna por unidade de volume, S; = m;;v; € a forca de superficie sobre
o diretor (com dimensao de torque por unidade area) e G; é a forca de corpo

externo sobre diretor (com dimenséo de torque por unidade de volume).

Completando o conjunto de equagdes anteriormente descritas, J.L Ericksen [5]
utilizou a equacgéo de Oseen [38] para inserir a forca de volume interna g; sobre

o vetor diretor na equacao da conservacao do momento angular, ou seja:

d
dt %4 %4 A
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Fazendo o uso do teorema da divergéncia [44] nas equacdes (2.2), (2.6) e
(2.7) para transformar as integrais de superficie em integrais de volume,

obtemos respectivamente:
d
dt 14 14 1’4 ‘

d 1 1
It V(U + Epvivi + Eplnini) dv

= j(vi fl + Glnl) av + j(vi ti + Siﬁi),j av (29)
174 174

d
dt 14 14 14 ’

As equag0es (2.1), (2.8), (2.9) e (2.10) podem ser escritas respectivamente na

forma diferencial [42]:

p=0 (2.11)
pY, = fi + 05 (2.12)
U = oj;d;j + m;;N;; — g;N; (2.13)
pifly = G; + g; + 1y | (2.14)

Fazendo o uso da (2.13) Ericksen mostrou a seguinte relagéo:
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Oji — MgjNix + gjn; = 0jj — TNk + Gil (2.15)

O termo d;; € um tensor simétrico que descreve a taxa de fluxo rotacional (taxa

de tensor tensao), sendo definido por:
1
dij = E (vi’j + vj’i) (216)

Os termos N; e N;; sao interpretados como a velocidade angular do vetor

diretor em relagdo ao fluido, sendo definido respectivamente por:
Ni = Til — WUle (217)
Nij = Tl'l'] - Wiknk’j (218)

onde W;; € um tensor anti-simétrico que descreve um fluxo irrotacional (tensor

vorticidade), sendo definido por:

W = 1 (')vi av] 219

Como estamos considerando um sistema isolado, a inequacao para a energia
livre € obtida com base no aumento da entropia S por unidade de volume, ou

seja:



$>0 (2.20)

A energia livre de Helmholtz F por unidade de volume [42] é definida por:

F=U-TS (221)

Expressando-a em termos da taxa temporal, temos:

F=U-TS (222)

Substituindo (2.20) em (2.22) obtemos:

U-—F=0 (223)

Substituindo (2.13) em (2.23) obtemos:

Esta equacao representa um sistema em equilibrio isotérmico [41].

2.1.2 Equacdes constitutivas

22



23

As equacdes constitutivas relaciona a tensao (tensor stress) a que o fluido
esta submetido e a deformacdo causada por esta. Para desenvolver essa

teoria, € necessario criar equagdes constitutivas para as quantidades F, oj;, mj;

e N;; [42] e que estas sdo fungdes de valor Unico de,
ni,ni’j,fli e Vi j (225)

As quantidades n; e v;; ndao sao invariantes sob transformacgdo de
coordenadas e nao se transformam como tensores logo, eles devem ser

substituidos por N; e d;;. Com isso a energia livre Helmholtz fica da seguinte

forma:
F = F(ni,ni,j,Ni, dl]) (226)
Derivando a (2.26) em relagcdo ao tempo, temos:

p_OF OF  OF . OF
_ani i ani_j nl’] aNl ! adu

dy, (2.27)

As equacdes (2.17) e (2.18) pode ser escrita respectivamente como:

N, = Nij —Wing j — (dij + WigjIng i (2.29)

Substituindo a (2.28) e (2.29) em (2.27) obtemos:
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P2l e Ly + 2y + 2+ 2L o en
on, L o Uy on; 7 ' AN ad om;
j2k
JoF JoF
~3 y KMk 3 ”dkjni,k =
ksjai ik
F=a—FN-+a—FW n; + oF N;; + aF1\'I-+ oF d —a—FWn
on; ' omg U7 Tong; Y T oN; U ady Y amgy
—a—FW--nk-—a—Fd Ny, (2.30)
ong; 70 ony AN

Substituindo a (2.30) na (2.24), temos:

O}'idij + T[jiNij - giNi - a_nlNl - a_nlWUn] B ani’j N” B a_]VlNl - adU dl]
+ o k_ Wiin x +—— o W iNk,j + T —d;jng,; =0 (2.31)

Organizando os termos da equacao anterior, ela assume a seguinte forma:

JoF JoF JF
gj; + Wk'jnk,i dij + | i — an., Nij — (gi +6_m) N;

J(OF L OF OF N\ _OF . OF
om0 Ay K T B, ) TGN T Bdy, Y
>0 (232)

Em vista das suposi¢des constitutivas, as quantidades N;j, d;;, W;; e d

podem variar arbitrariamente e independente de outras quantidades, logo, seus

coeficientes seréo nulos [41], isto é:
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ey, CalCL— 2.33
oON;,  9dy; od; (233)

Sendo assim, a equacao (2.26) reduz-se para:

F=F(n;,n;;) (2.34)

Logo:

oF N oF N oF J0F N J0F N oF
ani nj ani,k n]'k ank,i nk'j anj i anj,k nl’k ank_j nk'l

=0 (235

J0F
ani,j

T[..

” =0 (2.36)

Sendo assim, a equacao (2.32) reduz-se para:

oF d0F
Oji + Fk'nk,i dij - (gl + %> N; =0 (2.37)
] L

O tensor stress e a forca de contato sobre o diretor € definido respectivamente

como.

oj; = aj? + 0j; (2.38)

9:i =97 +gi (2.39)



26

onde g;} e g s&o as componentes estaticas de deformagéo e gj; e g; séo as
componentes dindmica de deformacgdo. Substituindo as equagbes (2.38) e

(2.39) na (2.37), obtemos:

, OF ,  OF , ,
O-ji + _ank .nk’i dl] - (gl + _an) Ni + O}Ldl] - giNi =0 (240)
2 i

As quantidades d;;e N; podem ser escolhidas arbitrariamente e independente

das partes estaticas, logo:

oF

g = _Wk’jnk,i (2.41)
- (2.42)
gi = Onl- '

Além disso, se somarmos a (2.15) com a (2.35) e fazendo o uso da (2.36),

(2.41) e (2.42), temos:

dF dF N oF
O;; —MypiNip +gini + —n, +——n; — Ny
ij ki'Y,k Yi j ani j ani,k j,k ank,i k,j
0 ) 0
—9; ki _Uij
JoF 4 JF
Oj; —MiiNixy +gin; +—n; + n; n =
ji kj'i,k g} i on. i an.k i,k ank k,i
) ] J
0 0
_gj T[kj —o']l

Organizando os termos, chega-se:
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aij—oy) + (9: — gy = g—a} + (g; — g} )ni (2.44)

Usando a (2.38) e (2.39) na (2.44), temos:

o; + giny = gj; + gy (2.45)

A condicdo de incompressibilidade implica que o stress € indeterminado a
uma pressdo arbitraria p. Similarmente ha certo grau de indeterminagéo em g;
e my;, sendo assim as equagdes (2.41), (2.42) e (2.43) toma a seguinte forma

respectivamente [41]:

oF

g = —p&j; — mnk,i (2.46)
° By, — 2 (2.47)
g. = yn — .n., § e — .
i i i1, on;
7le' = ﬁjni + W (248)

ij

onde y e B; sdo constantes arbitrarias. As equacdes (2.34) e (2.36) provam que
m;; ndo depende de d;; ou N; tendo que m; = nﬁ-.

Para uma deformacéo estatica isotérmica, a equacao (2.24) no equilibrio

torna-se:

Gi+9)+m;;=0 (2.49)
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Substituindo a (2.46) e (2.47) na (2.48), temos:

oF oF
Gi+yni—,8jni,j—%+ ﬁjni+m =0 =
i i/

oF oF
Gityn =By + By — 5+ {5 =0 =
¢ LI/ j

oF oF + G; + =0 2.50

Esta equacao € similar a de Euler-Lagrange que minimiza a energia livre
associada a diferentes configuracdes do vetor diretor. A solucdo desta
equacao, que sera mostrada e discutida no capitulo 5, descreve os defeitos

estaticos contidos em uma amostra de cristal liqguido nematico.

Para considerar a natureza hidrodinamica das componentes do tensor

stress gj; e da forga intrinseca de corpo g; € assumido que estas componentes

sao funcgdes lineares de n;, N; e d;; [41], logo:

aj; = A) + Al Ni + Al diem (2.51)

gl = BY + BEN, + BZydy (2.52)

onde A e B sao funcbes de n; (com T e p constante) com os termos de ordem

superiores omitidos. Eles podem ser expandidos como:

0 _
Aji = (1051',: + alninj

1 _
Aji = az8;my + azfun; + agdyn; + asninmny



2 _
Ajik = a66jinknm + a76iknjnm + a85kmninj + a96jkninm + a106jmnink

+ a1 86mniny + @126;i0km + X138k Oim + AN Ny,
0 _
Bi =yon;
1 _
Bj; = y16i; + yanuny

Bizjk = y36;ni + Vabycnj + vs6jin; + yeninng
E importante notar que, multiplicando a (2.17) por n;, temos:
anL' = leTil - Wl-jnjnj, comi :/:] (253)

Para j = i, temos:

TliNl' =0 (254)
onde TliTil =0e VVii = %(vi'i — vi’i) = 0.
E a partir da (2.16) chega-se a:

1
dii = E(vi’i + vi,i) =0 (255)

onde v;; = 0 por ser um fluido incompressivel.

Substituindo na (2.51) a expanséo do coeficiente A4, obtemos:
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! —
0j; = o0j; + aynin; + ay 85 Ny + as 6j Ny + aan; Ny (\5_5_,5 + asn;n;n;, Ny
(S]

k=j k=i

+ a66jinknmdkm + a, Sik njnmdkm + ag 6k‘m ninjdkm
k\w:i m=k

+ ag 6jk ninmdkm + aqo 6jm ninkdkm +aq Sim njnkdkm
—~ —— ——

j=k m=j m=i
+ a126j; Skm dm + A13 Gjic Oim diem + AranMMEN Y dgey, =
— o ——
m=k k=jm=i

! —
O-ji = aOSji + alninj + a25ﬁnka
+ azmN; + ayniN; + asninyn N + aggny dim ) + azningdy;
+ agnin;dyy + agningdy; + ajoningdy; + @y nngdy; + @1265;dg

+ ay3dj; + ANy digmnn; =
e fazendo o uso da (2.54) e (2.55) chega-se a:

1A
0j; = (g + ANy dim) 8j; + (@1 + AN di)nyn; + ai3dj; + agsningdy;

+ ajenngdy; + azn N + ayn;N; (2.56)

onde,

(15 = Qg T A1 € A1 = A7+ A1y
Substituindo agora na (2.52) a expanséo do coeficiente B, obtém:

gi = Yo + v16ij Nj + v2nmyN; + v3 6 nyedjre + va Suey djie + Vs S nudje
— - —— ——
j=i j=i ok j=k
+ Yeni njnkdjk -
—
Jje
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gi = Yoni + V1iN; + yonniN; + ysnediy + va fﬁi Ny dj + VsNidg

j=1i
+ y6ninjnkdkj =
e fazendo o uso da (2.53) e (2.54) chega-se a:
9i = (Yo + vemmydy; )n; + vongdy + v1N; (2.57)

onde,

Yo =VY31Va (2.58)

Substituindo a (2.56) e (2.57) na (2.45):

15NNy + ANy dyj + asnN; + aynN; + yedinen; + yodynyen; + yin;N;
= A5y dyj + AN N dy; + aznN; + a,nN; + yedingn;
+ Yodjnyn; + y1n;N; =
(a6 — ags)djngn; + (ay — az)n;N; + yodynyen; + y1n;N;
= (a6 — a1s)NNydy; + (g — az)niN; + yodjmen;

+ yinN; =

Como as quantidades dy;,dy; € N;, N; podem ser escolhidas arbitrariamente,

temos:

Y9 = @16 — A5 (2.59)

Vi =04 — Qg (2.60)
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Alem disso, g;; e g; devem satisfazer a inequacdo da entropia. Substituindo a

(2.56) e (2.57) na (2.43), temos:

[(@o + agninmdim)Sji + (a1 + Ay digm)Niny + @y3d;; + aysningdy;
+ ajeningdy; + aznN; + a4ani]dl-j - [(yo + y6njnkdkj)ni

+ Yongdy + 1 NiN; = 0 =

[(@o + agninmdim)8jidi] + [azningldi; — (Vo + Yenynidi; )niN;
+ [(a1adimMenmdininy + aysdijdining + agediid;ning)

+ a13djidij + agnilvj + a4ani - YgdiknkNi - leiNi] =0 =
Isto é,

ann;d;; + (termos quadraticos em dij,Nl-) >0 (2.61)

!

Como d;; é arbitrario, a; = 0. Os coeficientes de &;; em o;; € n; em g; sdo

arbitrarios desde que estejam de acordo com as relacdes (2.54) e (2.55).

Colocando:
H1 = Q14 Ha = 13
Ha = Q4 Hs = Q16
Hz = a3 He = A5
M=r Az =Y
obtemos,

0ji = MM Ay + pa Ny + payN; + padji + psningdy

+ ,u6ninkdkj (262)

onde,
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M=p—u; e Ay =pg—Us (2.64)

foi obtida fazendo o uso da (2.59) e (2.60).

Os us séao conhecidos como os coeficientes de Leslie e representam o0s
seis coeficientes de viscosidade dos cristais liquidos nematicos [41]. O termo
U, € simétrico e descreve a deformacédo de um fluxo irrotacional, u, e u; €
antisimétrico e expressam os torques exercidos sobre as moléculas devido a
fluxo rotacional, u, é correspondente a viscosidade de um fluido isotropico e
por fim, us e ug € antisimétrico e expressam os torques exercidos sobre as

moléculas devido a fluxo irrotacional [43].

A equacgdo (2.62) representa o tensor stress que descreve o0
comportamento dinAmico dos cristais liquidos nematicos como sendo uma
funcéo linear de d, w e n, onde o termo pd;; € desprezado por ndo contribuir
para a dindmica. A (2.63) representa o torque exercido pelo diretor sobre o
fluido, onde o termo yn; € desprezado por ndo contribuir para a dinamica e
(41,4,) sao respectivamente torques causados por fluxos rotacionais e

irrotacionais.

Substituindo a (2.46) e (2.62) na (2.38) obtemos:

oF
0j; = —pdj; — ijnk,i + N dgmmin + U N; + s Ny + pady; + usningdy;
+ ﬂ6ninkdkj (265)
ou,
oF ,
0ji = —pdji — I it ji (2.66)
le’j

onde o tensor stress é definido pelas componentes da parte estatica e

dindmica. E por fim, substituindo a (2.47) e (2.63) na (2.39) obtemos:
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JF
9i =yn — Bini; — a—ni—/hNi — Aanydj; (2.67)
ou,
oF
gi=vyn — Bin;j — I + g; (2.68)

L

onde o torque exercido pelo diretor sobre o fluido é definido também pelas

componentes da parte estatica e dinamica.

Para uma deformacao dindmica isotérmica vamos substituir a (2.48) e a
(2.68) na (2.14), chegando a:

oF oF +g+G; + i 2.69
—] ——+yg; +yn; = pyfi; .
ani,j ; ani 9i l VAL Py ( )
onde termo yn; como mencionado anteriormente, ndo tem nenhuma
contribuicdo na dinamica e o termo p;7i; pode ser considerado desprezivel para

pequenas aceleracdes angulares do eixo anisotropico das moléculas [44], logo:

oF oF

) — 446 = 2,
<0ni,j>j 6ni+g‘+G‘ 0 (2.70)

Esta equacdo permite que possa determinar os defeitos dinamicos em
uma amostra de cristal liquido nematico. Ela é semelhante a (2.50), mas com o

termo dinamico g; adicionado.
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CAPITULO 3

Neste capitulo vai ser dada uma abordagem geral sobre as equacdes do
campo gravitacional que é descrita pela teoria da relatividade geral. O motivo
de essa teoria ser abordada neste trabalho, € que essas equacbes sédo
bastante semelhantes com a equacdo que descrevem as texturas dos cristais

liqguidos nematicos.

TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL [45]

Na relatividade geral, para encontrar as equacdes que caracteriza um
campo gravitacional, devemos determinar a variagdo da agédo §s para 0 campo

gravitacional e para a matéria, ou seja,
8sg+ sy, =0 (3.81)

A variacdo da acdo para o campo gravitacional € escrita da seguinte

forma;

8sg = 6f R,/—gdNx (3.82)
onde N = 4 para o espaco da relatividade geral.

Substituindo a equacao (3.80) na (3.82) temos:

8sy = 5jgajRaj,/—g dVx
= f(Raj,/—g&gaj +Ryjg¥6,\/—g + 9Y[—g6R,;)d" x (3.83)



O termo §,/—g pode ser escrito da seguinte forma:

1
8\/—g9=— 2\/— 69 = ——\/ 994;69%  (3.84)

Substituindo a (3.84) na (3.83) temos:

1 . .
8sg =f(Raj—EgajR),/—QSg“Jde+fg‘”,/—g6Radex

(3.85)

Aplicando o teorema de Gauss, 0 segundo termo desaparece, pois na
fronteira de integracéo a variacdo do campo € nula, sendo assim, temos

C3

0sg = 16nkj( aj = 29‘” )V gbg®d¥x  (3.86)

Para variacdo da acdo da matéria em coordenadas curvilineas, temos

et

onde L é a lagrangeana do sistema.

>\/_ aVx (3.87)

Iremos fazer uma transformacéo de coordenadas de x¢ para x'* = x% +
&%, na equacdo (3.87), onde os &% sdo pequenos. As componentes g% se
transformam de acordo com a equacgéao (3.57),

dx'® dx'J

i & I
gvat = oxt dx™ T = g™ (6{1 * l)<51 ¥ )

0x m=ogxm

. o8l gee
~ g9 () + g+ g = (388)

36
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Os tensores g'“ e g% sdo fungbes das coordenadas x" e x!
respectivamente. Para que todos os termos estejam em funcdo das mesmas
variaveis, a idéia é desenvolver os g'“(x!+¢&'Y) em poténcias de &L
Considerando os termos de segunda ordem de &' despreziveis, pode-se

substituir g’ por g%, ou seja:

. . ag% agl gl
1aj (1Y — AAJ (1) — &l al jl
g (x) g (X) f axl +g axl+g axl

(3.89)

Como a acdo s € uma escalar, ela é invariante sob transformacgdo de
coordenadas. Pode-se escrever a variacdo da acao partindo da transformacao
de coordenadas do g% que varia de g% . Utilizando o teorema de Gauss e

colocando sobre a fronteira §g% = 0, obtemos §s,, da seguinte forma:

ogy g aagaf dx!
dx!

1 d./—gL 0 d,/—g~L )
=_] VIZ_ C NI sqaighy  (3.90)
c gy  dxt ,0gY

J 0x!

0S, = —
mooc

Introduzimos aqui a notacao,

1 _ 0 d,/—gL 0d,/—gL
"2Vl TG g~ agw

dx!

Sendo assim, a equacao (3.90) pode ser escrita como:

1 .
8Sy = —ZJ,/—gTaj §g¥dNx (3.91)

onde T,; € o tensor energia-momento da matéria.
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O tensor energia-momento, presente na equacao de Einstein, produz um
campo gravitacional. Na equacao dos cristais liquidos o tensor stress, que &
equivalente ao tensor energia momento, gera uma curvatura na amostra de

cristal liquido [3]. Substituindo as equacdes (3.86) e (3.91) na (3.81) obtemos:

167ka aj — zgal e a])J 9699 dVx =0

Sabendo que os §g% s&o arbitrarios, temos:

1 8mk
Raj — EgajR = C_4'Taj (392)

Contraindo os indices da equacao (3.92), ela pode ser escrita em componentes

mista, ou seja:

j 8tk j
——6 R = —T (3.93)

Essas sdo as equacdes do campo de gravitacdo ou equacdes de Einstein,
que representam uma descricdo mateméatica de uma entidade geométrica, o
espaco-tempo, definido por trés coordenadas espaciais e uma temporal. Esta
entidade quadrimensional é estabelecida pelo conteddo de energia e matéria
existente. Do lado esquerdo das equacdes temos a descricAo geométrica do
espaco- tempo e do lado direito, o conteddo energia e momento. Contraindo o0s

indices j e @ na equagé&o anterior temos:

16wk
C4

T  (3.94)

que é chamado de escalar de curvatura (ver apéndice). Essa curvatura é
independente do sistema de coordenadas.

Para uma regido onde ndo ha materia, onde o tensor energia momento
nulo, temos as equacdes de Einstein no vacuo. Sendo assim, a equacéao (3.94)

toma a seguinte forma:
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R=0 (3.95)

No capitulo 5, sera apresentado o valor do escalar de curvatura para o s
cristais liqguidos nematicos e sera a feita & mesma analogia com que é feito na
relatividade geral, a fim de obter as equacfes que descrevem fenémenos

fisicos nas amostras de cristal liquido nematico.
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CAPITULO 4

Neste capitulo, é feito inicialmente uma breve abordagem geral sobre o
parametro de ordem e a sua importancia para os cristais liquidos.

Em seguida € apresentado o parametro de ordem macroscopico que pode
ser associado a certas quantidades fisicas determinadas experimentalmente.

Na secdo seguinte € feito uma relacdo entre os parametros de ordens
macroscopico e microscopico, onde as caracteristicas macroscopicas tem
origem na escala microscopica.

E por fim, sera abordado um tipo de parametro de ordem com
caracteristicas elipsoidais, no qual, € obtido a partir da interacdo entre

moléculas esféricas.

PARAMETRO DE ORDEM

As fases mais comuns dos cristais liquidos termotropicos estdo
relacionadas com o grau de alinhamento das moléculas, onde a transi¢cao entre
as fases de simetria sdo descritas em termos de um parametro de ordem
microscopico S, como descrito no primeiro capitulo. As transicbes de fases
observadas em escala macroscoépica sao determinadas pelo tensor parametro
de ordem macroscépico Q. Em alguns casos o parametro de ordem
macroscopico é definido de maneira bem simples como, por exemplo, na
transicao de fase liquido-gas o parametro de ordem é a diferenca na densidade
entre as fases, neste caso Q € um escalar. Em sistemas ferromagnéticos
simples o parametro de ordem é a magnetizacdo, onde Q € uma grandeza
vetorial proporcional ao valor médio da magnetizacdo. E para casos mais
complexos, a definicdo do parametro de ordem tem como base, a teoria de
grupo proposta por Landau para transicdes de fases de segunda ordem, onde

Q é um tensor [46].
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4.1 Parametro de Ordem Macroscopico

Para um cristal liquido na fase nemaética, o parametro de ordem néo é
determinado diretamente, entretanto, nas referéncias [47,48] podemos
encontrar o parametro Q associado a grandezas como, por exemplo, constante
dielétrica, o indice de refracdo, a susceptibilidade magnética, etc. A fase
nematica € menos simétrica (moléculas mais ordenadas) do que na fase liquido
isotropica (moléculas menos ordenadas) e essa diferenca de simetria €
representada quantitativamente com a introducéo do parametro de ordem Q, ou
seja:

Q =0, Faseisotropica

Paramentro de Ordem Macroscopico { ..
P Q # 0, Fasenematica

Vamos usar a susceptibilidade magnética para encontrar o parametro de
ordem macroscépico Q, tendo em vista que a relagdo entre a anisotropia da
susceptibilidade magnética e Q, podem ser encontrados de acordo com [49,50].
Levando em consideracdo as moléculas dos cristais liquidos termotrépicos
como rigidas, e estas sendo colocada na presenca de um campo magnético, a

relacdo entre 0 memento magnético M e o campo magnético H € dada por:
M; = xijH; (4.1)

onde y;; € um elemento do tensor susceptibilidade magnética y e i,j = x,y,z

as coordenadas cartesianas. O tensor y € simétrico e apresenta a seguinte

forma na fase isotropica,
Xij = X06ij (4.2)

Na fase nematica uniaxial e considerando o eixo z paralelo ao eixo de simetria,

X pode ser escrito em termos de suas diagonais, resultando em:
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xt 0 0
x=<0 X1 0) (4.3)

0 0 xy

onde y,e x, correspondem, respectivamente, as susceptibilidade magnética

perpendicular e paralela ao eixo de simetria, que por definicdo, corresponde a
uma linha paralela ao vetor diretor.

Na fase isotrdpica, a equacédo (4.2) pode ser escrita como,

1 1
X=3 Cx.+x) = 3 Xkk (4.4)

A parte anisotropica da susceptibilidade magnética € obtida fazendo a

comparacao das equacgoes (4.2) e (4.3), logo:

Axij = Xij — 5 6ij Xk (4.5)
Desta forma, um tensor parametro de ordem é definido como [51]:

Ayij

=Y (4.6)
A)(max

Qij

onde 0 Ayn,... € anisotropia maxima observada para a fase nematica

perfeitamente ordenada. Substituindo a equacéo (4.5) na (4.6) temos:
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1 1
Qij = m()(ij - §5ij)(kk) (4.7)

Vamos substituir o termo A;, por um Q,, logo:

Xmax

Qij = Qo ()(ij - %&'j)(kk) (4.8)

Onde (Q, representa uma constante de normalizacdo definida
convenientemente para ter um Q,, =1 em um sistema completamente
ordenado, e tomando o eixo z como referéncia nesse ordenamento. O tensor

Q;; € um tensor de segunda ordem, simétrico e de traco nulo.

4.2 Relacao entre o Parametro de Ordem Macroscépico e Microscépico

O parametro de ordem microscépico € construido usando modelos
moleculares simples, como exemplo, modelos que consideram as moléculas
como sendo, longas, rigidas e axialmente simétricas, onde a orientacéo
molecular é dada por um vetor unitario n ou vetor diretor. Sendo assim, ndo €
possivel representar o paradmetro de ordem macroscopico através de
guantidades escalares, onde o produto (n.n) , torna o parametro de ordem
macroscopico, um escalar. O parametro de ordem macroscépico vetorial

envolveria (n), que de fato é nulo devido a ndo ter uma polarizacdo

macroscopica, ainda mais, um valor ndo nulo, poderia violar a equivaléncia

entre as orientacbes de n e -n. A definicdo mais simples € considerar o
parametro de ordem macroscépico como um tensor de segunda ordem, desta

forma tem que [45]

1
Q;j = (nn;) — 56y (4.9)
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onde n; e n; sdo as componentes do diretor em um referencial fixo. Para um

referencial arbitrario, temos

1

Onde S é o parametro de ordem escalar. Podemos observar que este tensor
apresenta simetria quadrupolar e contém todos os elementos de simetria da

fase nematica [46].

4.3 Parametro de Ordem Elipsoidal [4]

O parametro de ordem elipsoidal possui propriedades anisotropicas e ele
foi obtido por Simdes, considerando que a interacdo entre as moléculas
nematicas na transicdo de fase, seja em funcdo da matriz que caracteriza
essas interacfes. Nessa transicao de fase ocorre a mudanca da forma esférica

da molécula para a forma elipsoidal.

As interacBes entre essas moléculas com formato elipsoidal, pode ser
comparada com as interacdes entre as moléculas de um cristal liquido. O
parametro de ordem elipsoidal comp8e um dos termos da métrica dos cristais

liquidos, que sera discutida com maiores detalhes no capitulo 5.

Um elipsoide uniaxial em um sistema de coordenada local, ele assume a forma,

2 2 2
x? x5  x3
?-'-ﬁ-l_c_zzl (4.11)
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Onde os comprimentos dos trés eixos sao respectivamente, {a, b, c}, sendo que
cada um desses eixos apontam para direcfes dadas pelos vetores ortonormais

{ey e, e,}, onde,

e, = (1,0,0)
e, = (0,1,0) (4.12)
e, = (0,0,1)

sao os autovetores. Sendo x, x, e x3 as coordenadas ao longo deles. Em uma

forma mais compacta, este elipsoide pode escrito como,

Efx'x) =1 (4.13)

Na qual,

1
E;j=| 0 -5 0 (4.14)
1
0 0

Assume-se que b = ¢, ou seja, 0 eixo definido por e, € 0 eixo de simetria do
elipsoide. Esta matriz diagonalizada caracteriza o elipsoide, o qual é

completamente caracterizado pelos autovalores,

1 1 1
{?ﬁ'b—z} (4.15)

O indice d em Eg- € usado para indicar que a matriz esta na forma

diagonal. Para generalizar, define-se a matriz Eij que representa um elipsoide
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uniaxial arbitrario, com os mesmos valores dos semi eixos, que podem ser
obtidos através da matriz diagonal girando os trés principais eixos ortogonais
unitarios, {ex, ey, ez}, para um novo conjunto de vetores ortogonais unitarios,

{p.q,7}. Apés a rotacao, E;; assume a forma,

1 1 1
Eij = —3pivj +334:4; + 537 (4.16)

Usando as relagcbes de ortogonalidade entre p,q e r pode se determinar os

autovetores e autovalores da matriz E, dados por,

.1 1 |
Ejp) =—pe Eya’ =4 Eyrl =57 (4.17)
Onde p, q e r, séo autovetores normalizados e {iziziz} sdo os autovalores
a<"b="b

de E. Os Autovetores estao relacionados pela expressao,

pivj + qiq; + ity = 8y (4.18)
A equacéo (4.18) pode ser escrita da seguinte forma:

q:q; + vy = 6;; — pip;j (4.19)
Agora substituindo a equacgéo (4.19) na equacéo (4.16), temos:

1 1
Eyj = —5pip; + 33 (85 — pivy) (4.20)

Fixando o comprimento do semi eixo uniaxial do elipsoide como a =1, para

estar de acordo com a normalizagdo de uma esfera com raio r = 1, logo:

1
Eij = pipj + ﬁ(‘sij — pip;) (4.21)
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Organizando os termos da equacao (4.21), temos:

1
ij = :(51'1 — epip;) (4.22)

onde,
e=1-b? (4.23)

A grandeza e representa a excentricidade e que tem finalidade de fornecer a
magnitude de elongacéo elipsoidal. E p esta representando o eixo de simetria
do elipsoide uniaxial. Excentricidades diferentes correspondem a formas

moleculares distintas;

» Se b >1,temos e < 0 correspondente a fase discotica.
» Se b < 1,temos e > 0 correspondente a fase calamitica.
» Se b=1, temos e =0, neste caso com a excentricidade nula, o

elipsoide E;; reduz-se a uma esfera de raio r = 1.

A anisotropia encontrada nos parametros reoldgicos pode ser interpretada
como a deformagcdo induzida no meio neméatico pelas superficies
equipotenciais ndo esféricas. Por isso, esta anisotropia pode ser quantificada
medindo a quantidade de elipsoide que esta difere de uma esfera equivalente.

Sendo assim, a esfera equivalente pode ser definida como,

A matriz elipsoidal € uma fungéo inversa dos seus eixos e sera reduzida a

uma esfera se estes eixos forem iguais, logo

1 Tr(E)

r2 3

(4.24)
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O termo Tr(E) (Lé-se traco da matriz E) € definido como a soma dos elementos

da diagonal principal, sendo assim,
1

Substituindo a equacao (4.25) na equacao (4.24), temos:

3

5, = % (1- %) (4.27)

Essa equacdo representa uma matriz caracteristica da esfera dada uma

matriz elipsoidal E;;. Como E;; € uma matriz caracteristica de um elipsoide, a
deformacdo elipsoidal AE;; pode ser definida pela diferenca entre um elipsoide

e uma esfera equivalente, ou seja,

Substituindo as equacgdes (4.22) e (4.27) na equagao (4.28), temos:

AE;; =
Y 1—e 1—e 1—e 3

:_ePin_l_f bij
1—-e 3\l1-—e¢

_ e 611
AEy = 7o\ 35 PP (4.30)

6y epip; Gy L€ 5y
1—e

Esta equacéo representa a deformacéo elipsoidal sendo determinada pelo

produto de dois termos distintos,
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¢ 4.31
1 —e ( " )
que é um escalar, e pelo tensor,
S
Q= % = piPj (4.32)

Este tensor € a componente anisotropica da deformagéo do elipsoide. Ele
coincide com o tensor de momento quadrupolo [52] e apresentando
semelhanca com expressao do tensor parametro de ordem dos cristais liquidos
nematicos. Segundo de Gennes [53], 0 tensor parametro de ordem pode ser
medido pela diferenca entre as partes anisotrépica e isotropica de uma dada
propriedade fisica, onde esse procedimento foi realizado na obtenc&o da
equacgao (4.30).

Fazendo um resumo, a matriz elipsoidal apresentada na equacao (4.16)

pode ser escrita como:

€ E
Eyj =S +530Q;

By =——{(1- =) 8y + €05} (4.33)

onde o primeiro termo corresponde a parte isotropica (esférica) e o segundo

termo descreve a parte elipsoidal da matriz E;;, como determinado por Hess.
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CAPITULO 5

ELASTICIDADE E CURVATURA

Neste capitulo, serd mostrado que a conexao afim revela que a descrigdo
matematica das texturas dos cristais liquidos nematicos tem associada uma
superficie com uma curvatura intrinseca [4]. Para essa descricdo, as derivadas
usuais sdo substituidas por derivadas covariantes que descreve as variacfes
do vetor diretor relacionadas com a elasticidade da amostra de cristal liquido
[16,54].

5.1 Curvatura em uma amostra de cristal liquido

De acordo com os trabalhos de Simdes e colaboradores [3,4], as
interacdes entre as moléculas dos cristais liquidos, de acordo com Hess [8-11],
podem ser obtidas da interacdo entre moléculas esféricas de um liquido
isotropico, cujo potencial esférico € deformado até obtermos um potencial de
forma elipsoidal, sendo que este é uma aproximacdo para potencial de
moléculas nematicas. Essa hipotese considera que a geometria do potencial
influencia o comportamento anisotropico encontrado na fenomenologia dos
cristais liquidos [16]. Em uma linguagem matemética, considera-se que o
potencial de interacdo elipsoidal ®; entre moléculas nematicas pode ser

transformado em um potencial de interacéo esférico ®g, ou seja:

Op(r5) = Os(r) (5.1)

onde r é o vetor entre as duas moléculas e os indices E e S é uma notagdo das
simetrias elipsoidais e esféricas, respectivamente. O potencial ndo esférico,
@, pode ser substituido pelo potencial esférico, ®g, se a distancia entre dois

7

pontos é dada por uma métrica no qual dois pontos numa superficie



51

equipotencial ndo esférica tornam-se equidistante do centro do potencial.
Consequentemente, existe uma transformacédo afim entre a fisica de liquido
formado por moléculas esféricas e a fisica de liquido formado por moléculas
elipsoidais. Assim sendo, a medida da distancia em uma geometria esférica
dada por [4]:

dg = SijT'iT'j (52)

e em uma geometria ndo-esférica,

di = gix'x’ (5.3)

onde g;; € uma métrica devido a superficies equipotenciais de potenciais nao-

esféricos.

A lei de transformagdo apresentada na equacédo (5.1) pode ser obtida
considerando que os pontos localizados ao longo da superficie equipotencial
de simetria elipsoidal permanecem equidistantes do centro do potencial, sendo
este, associado a um potencial de simetria esférica satisfazendo a seguinte

regra,

d2 = d2 (5.4)

As medidas das distancias nos dois potenciais estao relacionadas pela lei
da transformacé&o de vetores e derivadas como apresentadas no apéndice A e

obedece a seguinte expressao:

dstdx* .
kst -0 69
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Tanto no sistema esférico quanto no sistema elipsoidal, a distancia entre
0S pontos permanecem 0S mesmos, podemos substituir a equagéo (5.2) e (5.3)

na (5.4), obtemos:

dst ds’

Ikl = d—xkd—xlfsij (5.6)

Onde ds'/dx* representa, em cada ponto de uma amostra de cristal liquido [4],
a transformacao ponto-dependente que mapeia as coordenadas de uma esfera
em uns elipsoidais. Portanto, a passagem a partir do potencial de simetria
esférica para um potencial de simetria elipsoidal, ou vice versa, pode ser

realizada através de uma mudancga da métrica g;;.

5.1.1 Termodinamica na Métrica

No capitulo 4, foi visto que a matriz elipsoidal E;; difere de uma matriz
esférica por um termo tensorial QlE] sendo gue este € semelhante ao parametro
de ordem Q;;, entretanto, esses termos tensoriais apresentam conceitos
diferentes. Esses conceitos podem ser aperfeicoados ate que eles tornem-se
iguais, obtendo assim uma metrica g;; dependente da temperatura [4]. Para
temperaturas maiores do que o ponto de transicdo de fase o cristal liquido
nematico é isotropico, ou seja, as propriedades fisicas sdo as mesmas em
todas as direcOes, para temperaturas menores do que o ponto de transi¢do de
fase o cristal liguido adquire caracteristicas anisotrépicas, ou seja, as

propriedades fisicas variam com a direcéo.

A anisotropia dos cristais liquidos é observada tanto no nivel microscopico
guanto no macroscopico. A anisotropia microscopica presente nas moléculas

dos materiais liquido-cristalinos apresenta uma anisotropia intrinseca que
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quando calculada, pode ser observada na escala macroscopica dependendo
da temperatura. Em [4,52], foi usada uma notagao para fazer a diferenca entre
a natureza microscopica e macroscopica de Q;;, onde Q;; (n) e Q;; (i)
representam respectivamente, o parametro de ordem associado a escala
macroscopica e microscopica. A conexao entre essas quantidades é realizada
quando a variavel aleatéria microscépica n oscila tédo rapidamente que Q;; (i) €
medido no tempo e/ou vizinhanca de um ponto, tal quantidade determina o
parametro de ordem macroscopico Q;; (n), onde n € o vetor diretor e Q;; tem a
forma da equacdo (4.32), cuja anisotropia macroscopica uniaxial pode ser

medida. Em termos matematicos temos:
(Qij (M) =S5 Q;; (n) (5.7)

onde (x) representa uma media estatistica de uma variavel aleatoria x e S da a
intensidade com que as oscilagcbes aleatdrias fazem a anisotropia microscoépica
ser observada na escala macroscépica. Multiplicando ambos os lados da
equacgdo (5.7) por o parametro de ordem macroscopico @’ (n) e tomando o

traco da expressao resultante temos:

Q' (n) (Qi; (W) = S Q1 ()Q;; (n) (5.8)

Obtendo

S= ;(— % + (. n)2>) (5.9)

Esta equacdo € conhecida como parametro de ordem escalar dos cristais

liquidos como apresentado no capitulo 1.

Vamos considerar agora que o potencial ligado a cada molécula de uma

amostra de cristal liquido nematico possui uma superficie equipotencial que



54

pode ser representada por uma matriz E;;. Nas vizinhangas de um ponto,
podemos entender esse conceito para um grande grupo de moléculas fazendo
analogia com a equacao (5.79), onde tal conjunto pode ser, ou néo, alinhados,
gerando, ou nado, uma fase nemética. A interpretacdo dos resultados
macroscopicos deste alinhamento microscépico pode ser feita por intermédio
da matriz ij admitindo que ela satisfaca a mesma relacdo de ordem

microscopica:

(QF () = S Qi () (5.10)

Isso significa que ha uma anisotropia microscopica entre as moléculas
adjacentes, fazendo com que o eixo de cada uma das moléculas vibrem ao
longo da mesma direcdo, gerando uma fase nematica. Uma conclusdo
interessante desse raciocinio é que ele fornece resultados macroscopicos para
anisotropia elipsoidal microscopicas de cada uma das moléculas. No capitulo 4
foi visto que o termo ij aparece na definicdo da matriz elipsoidal E;;, observe a
equacao (4.33), onde esta matriz revela que também tem um complemento
macroscopico, a partir do momento que € dado um significado a (QiEj) também
se deve atribuir um significado a (E;;). Essa matriz mede a passagem de uma
simetria macroscopica isotrépica, determinada pelo termo §;;, para uma
simetria macroscopica elipsoidal de uma fase nematica. Serd assumido que tal

anisotropia & compreendida atraves da métrica macroscopica g;;, isto €,

9ij = N{(E;j) =

Tr(E
9ij=N{ r; )‘Sij‘l'lie(Qij (ﬁ))} =
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Onde N é a uma constante de normalizagdo de modo a assegurar que o vetor

diretor seja unitario,

n'n; = gnin; =1

O valor de N é obtido de maneira simples, mostrando que:

1
99 = B o1 250 {3 -e)5;; +3e5Q;; (W)} (5.12)
e
iy 1 iy g
9" = G o =1y (B~ (S + 118" + 350 ()] (5.13)

Nessas equacdes € assumido que a métrica induzida pela anisotropia
elipsoidal depende do parametro de ordem escalar S e, sendo assim,
determinada pela temperatura nemética. Se S = 0, temos uma fase isotropica
e a métrica é esférica e macroscopica. Se a temperatura for reduzida, a
transicdo de fase nematico-isotropica produz um S nao nulo, induzindo uma
anisotropia elipsoidal macroscopica descrita pelo parametro de ordem escalar S
e pela excentricidade e. Essa métrica descreve a aproximacgao da conexao afim
de Hess, assim sendo, um efeito termodinamico induzido pelas anisotropias da
fase nematica. Ela apresenta uma assinatura uniforme (+,+,+) de um espaco

tridimensional [3].

5.1.2 Conexodes e Curvatura
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Na referéncia [4], foi mostrado o que assegura o carater curvo do espaco
€ o tensor de Riemann-Christoffel, ou tensor de Ricci na sua forma contraida.
Para chegar nesse resultado utiliza-se a aproximacao de conexao afim, sendo
gue esta deve ser seguida pelo uso da diferenciacdo covariante (ver apéndice
A).

Tendo em vista que a hipotese de Hess conduz a uma superficie
tridimensional ndo plana e de curvatura escalar ndo nula. Essa conexao é dada

por:

1 0Gmi 99m;i 09i;
k _ = km[29mi j 99
: g <6xf * oxt  dx™ (G-14)

Fazendo o uso das equacdes (5.12) e (5.13) chega-se a:

3eS

+n;(@;n* — 0%n)| — (3 — e(S — 1)) [n;(9;n* + 0*n;)]
+ 3eSnn™|[(n*dpn; + n;0,n"*)]} (5.15)

Essa expressédo representa simbolo de Christoffel em funcdo da variagdo do
vetor diretor e de quantidades conhecidas como parametro de ordem e
excentricidade da molécula. Com esse resultado, pode-se encontrar o valor do

escalar de curvatura (ver apéndice A) sendo escrito como:

9e2S2 . Vxnl? — 3eS
CEECED [(B—e(1-9)]

V.InV.n+nxVxn] (5.16)

R =
2

Essa equagdao revela que uma curvatura escalar ndo nula esta relacionada com

as texturas de uma amostra nematica e sendo esta, constituida pela soma dos
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termos que serdo discutidos na préxima secdo como, o Bend [n.Vxn]? e o
saddle-splay V.[nV.n+nxVxn]. O escalar de curvatura possui 0 mesmo
valor em qualquer sistema de coordenadas, ou seja, é invariante sob

transformacao de coordenadas [4].

5.2 Teoria elastica do continuo

A teoria elastica do continuo é fundamentada na energia de interacao
entre as moléculas dos cristais liquidos. Nesta teoria, as interacfes de escala
microscépica sao despreziveis quando comparada com as da escala
macroscopica.

Como descrito no capitulo 1, a fase nematica possui certo ordenamento
orientacional, entretanto, o alinhamento ndo € uniforme e cada grupo de
moléculas se alinha numa direcdo preferencial, contribuindo assim, para o
aparecimento de singularidades e defeitos (distor¢des) no alinhamento de uma
amostra de cristal liqguido. Essas distorcbes estdo relacionadas com as
variacdes locais do vetor diretor.

Em um cristal liquido a densidade de energia livre esta ligada a variacao
espacial do vetor diretor [41],

F = F(ni,ni’j) (517)

Expandindo esta energia livre em séries de poténcias, ou seja,
1
F = kl-jnl-,j + Ekiﬂmni,jnl,m (518)

onde os termos de ordem superior sao considerados despreziveis.
Em notacédo vetorial a densidade de energia livre para os cristais liquidos

€ dada por:
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1 1 1
F = Ekll(v n)z + Ekzz(n. Vx n)z + Ek33(n x Vx n)2
— (kyy + kyu))V.(nV.n + nx Vx n) (5.19)

Esta equacéo representa a energia livre de Frank, proposta por ele, em
1958. Os termos kyq, kyz, k33 € (kyy + ky4) SA0 conhecidos como constantes
elasticas, andloga a de um sistema massa-mola, e medem a dificuldade de
torcer o vetor diretor de um cristal liquido. A constante k;; € chamada de splay,
que calcula a dificuldade de divergir o vetor diretor, k,, é chamada de twist, que
calcula a dificuldade de torcer o vetor diretor, k;; € chamada de bend, que
calcula a dificuldade de flexionar o vetor diretor e as constantes (k,, + k,4) Sao
chamadas de saddle-splay, sendo que estas representam defeitos presentes
numa amostra de cristal liquido devido a superficies de contato onde esta se

encontra confinada.

Nesta dissertacdo vamos considerar a energia livre de Frank desprezando

os efeitos devido as superficies de contato logo:
1 1 1
F = Ekll(v n)z + Ekzz(n. Vx n)z + Ek33(n X Vx n)z (520)

As constantes k4, k,, € k33 depende da temperatura, tem dimenséo de
energia por unidade de comprimento e a suas ordens de grandezas é de 10~12
N (Newton) tanto para os cristais liquidos termotrOpicos quanto para 0s
Liotropicos [44]. A figura 5-1 mostra as distor¢bes associada as trés

constantes.
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k1: (Splay) k4, (Twist) k2; (Bend)

Figura 5-1: Distor¢des em um cristal liquido nemético [44].

Na proxima secdo vamos apresentar uma breve descricdo sobre os

defeitos numa amostra de cristal liquido.

5.3 Defeitos topolégicos em um cristal liquido

Quando h& um resfriamento na matéria ela pode mudar para uma fase com
propriedades fisicas e, muitas vezes, simétricas, da fase original. O defeitos
topologicos presentes em amostra de cristal liquido nematico podem ser
observados por meio de uma transicdo da fase isotropica para a fase nematica
[44].

Ha trabalhos na literatura que mapeiam esses defeitos por meio de
técnicas experimentais de Microscopia Optica de Luz polarizada. A figura 5-2
mostra esses defeitos utilizando essa técnica, na qual a textura apresentada é
a de Schlieren observadas na fase nematica [55].
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Figura 5-2: Foto da textura Schlieren em um cristal liquido neméatico
Utilizando a técnica de microscopia Optica de luz polarizada [55].

Alem da variacdo do vetor diretor numa amostra de cristal liquido, nesta

figura é possivel observar dois tipos de defeitos, os do tipo linha ou corda e os

do tipo ponto, que possuem intensidade que vale respectivamente +% e +1,

onde o parametro de ordem orientacional modifica-se descontinuamente.

Os defeitos do tipo ponto estdo diretamente ligados as condi¢cdes de

contorno impostas pelas superficies de contato.

Defeitos do tipo linha, que também sdo chamados de declinacdes, sao

mais que estdo presente em cristais liquidos é um grande problema para

industria de mostradores digitais, por espalharem a luz.

Na proxima secdo, vamos dedicar a nossa atencdo para o defeito do tipo

linha e descrever as configuragdes do vetor diretor em torno deste.

5.3.1 Configuragdes bidimensional e tridimensional do vetor diretor via
energia livre de Frank

Para descrever estas configuragdes, vamos fazer uma aproximacgao para
as constantes elasticas, tendo em vista que elas possuem a mesma ordem de
grandeza, sendo assim temos, k,; = k,, = k33 = k. A equacéo (5.20) toma a

seguinte forma:
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F =

N &

[(V.n)? + (n.Vx n)? + (n x Vx n)?] (5.21)

Para o caso o bidimensional, vamos considerar uma estrutura planar com
o vetor diretor no plano xy e que a declinagéo corta este plano na origem,

como mostra a figura 5-3.

Figura 5-3: Orientacdo do vetor diretor ao longo de uma linha que faz um angulo polar &

[41].

O diretor apresenta uma orientacao especifica, dada pelo angulo ¢, em
cada ponto deste plano, onde ¢ é uma funcdo de x e y, isto é, ¢(x,y). Sendo

assim as componentes do vetor diretor da figura 5-3 é dada por:

n, = cos (x,y)
n, = sing(x,y)
n,=0

Calculando o divergente, o produto interno com o rotacional, e o produto

vetorial com o rotacional do diretor, obtemos respectivamente,
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V'n= [ 00 + 9% 5.22
n= sm<pax cos<pay (5.22)
nVxn=20 (5.23)
0 d d d
nxVxn= (sinq) cos<p£ + sin’q %) i— (sin(p cos<p£ + cos?@ a—i)] (5.24)

Usando esses resultados na equacéo (5.21) obtemos:

R R

Esta equacado € uma forma reduzida da energia livre de Frank devida aos
defeitos, neste caso as declinacdes, presentes em uma amostra de cristal

liqguido nematico.

A configuracdo do diretor em torno da declinagcdo pode possuir tal forma
que minimize a energia livre. Para este fim, serd reescrito a equacao (2.50)

considerando a auséncia de forgas de corpo externas, G; = 0, e y = 0, ou seja:

oF 0F . & 26
ani,j ; ani B ( | )

Substituindo a equacao (5.25) na (5.26), chega-se,

V29 =0 (5.27)
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Esse resultado corresponde a equacao de Laplace bidimensional.

Para encontrarmos a solucdo da equacao (5.27), vamos escrevé-la em
coordenadas polares (r,¢) e explorar a simetria da amostra de cristal liquido

por estarem contida no plano, ou seja,

16(6(p)+162(p_0 5.28
ror rar r2da? (5.28)

Aplicando o método de separacdo de variaveis e observando que a

orientacao do vetor diretor depende somente de ¢(a), chegamos a,

d%¢
—5=0 (5.29)

Resolvendo esta equacédo, encontra-se uma solucéo linear [41],
p(a) =sa+c (5.30)

onde @ = tan~!y/x e ¢ é uma constante.

A equacédo (5.30) descreve a configuragdo do vetor diretor em torno da
declinacdo, sendo que esses defeitos estédo relacionados com o fator s (forca
da declinacdo) e um parametro constante c. O angulo ¢ esta relacionado com o
termo Twist, sendo que este descreve uma torcdo em uma amostra de cristal
liquido. Na figura 5-4, é apresenta as possiveis configuracdes locais do diretor

para diferentes valores de s e c.
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Figura 5-4: Possiveis configuracdes do vetor diretor.

Por volta de 1970, Cladis, Kleman e Mayer mostraram que os defeitos

pilares onde vetor diretor tem a

com s =41 formam estruturas finas ca

tendéncia de abandonar a configuracdo de uma estrutura planar escapando

para a terceira dimensao [41], ver figura 5-5.

Figura 5-5: Diretor no centro de uma declinagcdo com s = +1 [41].

Vamos considerar o nematico em um capilar de raio r, com o diretor

apresentando uma inclinagéo na direcado do eixo capilar (eixo z) na regido de
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0 < r <r, e com as componentes deste, sendo escrita de acordo com a figura

5-6, ou seja:

Figura 5-6: Representacdo espacial do vetor diretor em termos de 6 e ¢ [44].

n, = sing sinf
n, = cos sin 6
n, = coso

onde ¢ € angulo que o diretor estabelece no plano xy e 8 é o angulo que o
diretor forma com o eixo z. Substituindo essas relacbes na equacgédo (5.21),

obtemos a densidade de energia desta configuracao, logo:
1
F = Ek[(V@)2 + sin?0(Vp)? + 2sinfcos{Ve x V6}] (5.31)

Vamos agora encontrar os valores de ¢ e 8 que minimize a energia
descrita pela equacéo anterior. Para este fim, o primeiro passo é substituir a
equacao (5.31) na (5.26) obtendo:
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V20 — sinfcosf(Vp)? =0 (5.32)

V20 + 2c0s8(VO.Vp) = 0 (5.33)

A solucgéo dessas equac0es diferenciais acopladas descreve a configuracao do
vetor diretor dentro do capilar. Explorando a simetria do problema, temos que
¢ =¢@(a) e 8 =0(r), ou seja, as solugbes ¢ e 6 dependem de coordenadas
polares a e r respectivamente. Sendo assim, as equacgdes (5.32) e (5.33) pode

ser escrita da seguinte maneira:

10(00) nfcosd(Vp)? =0 5.34
— 5 \" 3, sinfcosf(Vp)* = (5.34)
%
— =0 5.35
92 (5.35)

A solucdo da equacao (5.35) ja foi demonstrada, observe as equacgdes (5.29) e
(5.30), ou seja:

pla) =sa+c (5.36)
Onde é s = +1. Substituindo a equacédo (5.36) na (5.34), chega-se a seguinte
equacao diferencial,

16(‘”) S sinfcosd = 0 5.37
—5-\" 3, — Sinfcosf = (5.37)

Para encontrar a solugao desta equacéo, considere as seguintes condicdes de
contorno [41]:

6=0 para r=0
=1 -
=3 para r =1,

Assim sendo, a equacéao diferencial (5.37) possui a seguinte solugéo:
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0 =2tan! (L>|S| (5.38)

To

Este resultado descreve uma configuracdo de escape (vetor diretor escapando
para uma terceira dimenséo) para um angulo de inclinagdo 6 em relacdo ao

eixo z. Esta configuracdo esta relacionado com os termos Bend e Splay (ver

figura 5-7).

"
"
~
~ o
— — — —
a7
Fa

—— ] o = = e —  ——

{
-
—_— e =
.
A
ﬂ

(a) (b)

Figura 5-7: Configuracfes de Escape: (a) s=+1ecC = g e (b) s =—-1[41].
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CAPITULO 6

Neste capitulo iremos resolver a equacéo de Einstein dos cristais liquidos,
proposta no trabalho de 2010 [3], para os casos particulares do vetor diretor
bidimensional e tridimensional. As solucdes desta equacdo descrevem as
configuracdes do vetor diretor em torno dos defeitos. E por fim, serad proposto
um escalar de curvatura quadrimensional e, a partir deste, ser4 obtido as

configuragdes dinamicas do vetor em torno defeitos.

A EQUACAO DE EINSTEIN DOS CRISTAIS LIQUIDOS NEMATICOS

6.1 Configuragcfes bidimensional e tridimensional do vetor diretor via
Relatividade geral

Na secao 5.2, mostramos que a nao orientacdo do vetor diretor garante
que a superficie tridimensional determinada pela textura de uma amostra de
cristal liquido nematico, apresenta uma curvatura intrinseca, cuja curvatura €
dada pela equacédo (5.16). Esses defeitos podem ser descritos por uma a
equacdo semelhante a de Einstein para o campo gravitacional, referente
apenas a parte espacial, ou seja, ela é tridimensional. Essa equacao foi

proposta por [3] da seguinte forma:
1

onde R;; € o tensor de curvatura de Ricci e,
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T @) (2

€ 0 tensor elastico de stress que é similar ao tensor energia-momento da
relatividade geral, e G € o multiplicador de lagrange. Contraindo os indices da

equacéao (6.1) chegamos a:
R = -2Go (6.3)

Na relatividade geral, as equacdes de Einstein no vacuo sao obtidas para
uma regido onde ndo ha massa como foi apresentada no capitulo 3. Fazendo
a mesma analogia na equacao de Einstein dos cristais liquidos neméaticos em
que o tensor elastico stress € nulo, ou seja, g;; = 0, sendo assim, devemos ter
um escalar de curvatura nulo R = 0 [3]. Partindo desse pressuposto, a equacao

(5.16) toma a seguinte forma:

9e2S2 . Vxnl? — 3eS
CEECED [B—e(1-9)]

V.InV.n+nxVxn] (64)

0=
2

Considerando o caso bidimensional, o primeiro termo da equacédo (6.4) € nulo

(ver equacéo 5.23) e, portanto:

V.[InV.n+nxVxn] =0 (6.5)

Esta equacéo pode ser escrita como:
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V.In.Vxn+nxVxn] = (V.n)? + (Vxn)? + n.(V?n) = 0 (6.6)

Multiplicando a equacéo anterior pelo vetor diretor n e levando em conta de

que n.n = 1, temos:

n.(V.n)> +n.(Vxn)?> + (V>n) = 0 =
Vin = —n[(V.n)? + (Vx n)?] (6.7)
Temos que,
n=nyi+n,j (6.8)
e
Vin = V2n,i 4+ V?n,j (6.9)

Substituindo as equacgdes (6.8) e (6.9) na equacgéo (6.7) obtemos:

Vin,i + V2n,j = —(nd + nyj)[(V.n)? + (Vx n)?] (6.10)

Esta equacao pode reescrita como:

Vin, = —n,[(V.n)? + (Vx n)?] (6.11)
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V2n, = —n,[(V.n)? 4+ (Vx n)?] (6.12)

onde o laplaciano das componentes do vetor diretor € escrito como:

V2n, = 0,0,y + 0,,0,n, (6.13)

V2n, = 0,0,n, + 0,0,n, (6.14)

Substituindo as equacdes (6.13) e (6.14) na (6.11) e (6.12) respectivamente,

obtemos:

0x0xny + 0,0yn, = — N, [(V.1)% + (Vx n)?] (6.15)

0,01y, + 0,0,n, = —n,[(V.n)? + (Vx n)?] (6.16)

Dividindo a equacéo (6.15) pela (6.16), e substituindo as componentes do vetor

diretor para o caso bidimensional chega-se a:

VZp =0 (6.17)

Essa expressao representa a equacao de laplace para os cristais liquidos
nematicos, onde ela pode ser obtida na relatividade geral para um limite ndo
relativistico da equacéo de Einstein. Através dela, torna-se possivel a descricdo

das configura¢des do vetor diretor ao redor dos defeitos topoldgicos.
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Considerando agora o caso tridimensional onde as componentes do vetor

diretor, como mostrado no capitulo anterior, sdo escritas como:

n, = sing sinf
n, = cos sin 6
n, = coso

Substituindo essas componentes na equacédo (6.4) e levando em conta

novamente de que n.n = 1, temos:

6—e(S+2)
Vzn =—n [(V n)z + <m> (VX n)zl (618)

onde as componentes do laplaciano que atuam nas componentes do vetor
diretor séo escritas como:

0x0xny + 0,0, N, + 0,0,M,

— [(v. n)? + (%) (Vx n)zl (6.19)
0,0, + 3,0,m,, + 8,3,

= —n, |(V.0)2 + (%) (Vx n)zl (6.20)
0,0, + 8,0, + 3,0,m,

- [(v. n)? + (%) (Vx n)2] (6:21)

Substituindo o valor das componentes n,, n, e n,, obtemos:
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V20 — sinfcos8(Vp)? =0 (6.22)

V20 + 2c0s8(VO.Vp) = 0 (6.23)

Estas equacdes sao iguais as (5.32) (5.33), onde a solucdo delas é dada
pelas equacdes (5.36) e (5.38). Com este resultado fica evidente a relacdo
entre a fisica dos cristais liquidos e a teoria da relatividade. Sendo assim, as
amostras de cristais liquidos pode fornecer um laboratorio importante para
estudar defeitos cosmoldgicos e sua interacdo. Os defeitos produzidos na
transicdo isotropico-nematica sdo equivalente topoldgica para aqueles
encontrados no inicio do universo, apés uma quebra de simetria, na qual os

parametros de ordem devem ser o mesmao. [3].

Na proxima secdo vamos chegar a uma equacdo que descreve a
configuragéo dinamica do vetor diretor ao redor dos defeitos presentes em uma

amostra de cristal liquido.

6.2 Configuragdes dinamicas do vetor diretor

Pela teoria continua, foram obtidas equacfes estaticas tanto
bidimensionais quanto tridimensional, tendo em vista que essas mesmas
equacdes também foram obtidas usando a teoria da fisica dos cristais liquidos.
Nesta secdo vamos obter equacOes que descreva a dinamica dos defeitos

presentes em uma amostra de cristal liquido nematico.

As equacdes que descrevem configuracées dinamicas do vetor diretor em
torno de defeitos presente em uma amostra de cristal liquido nemético séo

obtidas minimizando a seguinte expressao,
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oF oF +9,+G, =0 6.24
ani,j . ani gi i = ( . )

Neste trabalho iremos considerar as forgcas externas como nulas, ou seja,

G; = 0. Sendo assim temos:

or or +g,=0 6.25
ani’j ; ani vgi - ( . )

As componentes bidimensionais do vetor diretor dependentes do tempo séo

escritas como:;

n, = cos@(x,y,t)
n, = sing(x,y,t)
n, =0

Neste caso, consideramos que o vetor diretor se encontra em um plano e que,
em cada ponto deste plano ele possui uma orientacdo dinamica em torno da
desclinacdo, dada por ¢ = ¢(x,y,t). O diretor pode girar em torno do eixo z,
ndo havendo o movimento translacional, ou seja, v;; = 0. Sendo assim, a taxa
do tensor deformacéo d;; e o tensor vorticidade W;; ambos s&o iguais a zero. O
termo que descreve a dindmica ja foi deduzido na secéo 2.1.2 do capitulo 2, ele

€ escrito como:

gll = _AINL' — lznjdji (626)

Como a taxa do tensor deformacgéo d;; = 0 temos,

gi=—MN, (6.27)

O termo N; descreve a velocidade angular do vetor diretor em relagéo ao fluido,

e é escrito como,
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o tensor vorticidade W;; = 0, logo:

N; =1, (6.29)

Inserindo esta equacgao na (6.27) chega-se a,

, . ani
9i = —Mn, = _Alﬁ (6.30)
Substituindo este resultado na (6.25) obtemos:
Oni,j i Onl- 1 ot - ( ' )

Usando as componentes bidimensionais do diretor na equacgéo (5.21), temos

gue a densidade energia € dada por:
k
F=2 (Vo)? (6.32)

Substituindo essa equagao na (6.31), temos [32]:

A 09

2. — =
Vi =1

(6.33)
Usando o método de separacao de varidveis nessa equacao obtemos:

p(a,t) = poels’k/ar) (6.34)

Onde s é a forca da declinagéo, k € constante elastica, 1; é o torque causado

por fluxos rotacionais e r € o tamanho da declinacéo.
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A equacao (6.34) descreve uma configuracao do vetor diretor em torno da
declinacdo, sendo que esta configuracdo é dependente do tempo e na
auséncia de campos externos [44].

Para o caso tridimensional (ver figura 5.6), as componentes sédo escritas

como.

n, = sing sinf
n, = cos sin 6
n, = coso

onde as orienta¢gBes dindmicas sdo dadas por ¢ = @(x,y,z,t) e 8 = 0(x,y,z,t).
Substituindo essas componentes na equagdo (5.21) e o resultado dessa

operacao na (6.31) obtemos:

20 _ o 2 _ ﬁ A
V%6 — sinBcosO(Vp)* = k 0 (6.35)

2
V26 + 2c0s6(V6.Vg) = fsinegb (6.36)

As solucdes dessas duas equacgdes descrevem as configuracdes dinamicas do
vetor diretor ao nas proximidades dos defeitos presentes numa amostra de
cristal liquido nemaético.

Para mostrar a equivaléncia entre a fisica dos cristais liquidos e a teoria
da relatividade geral, precisamos da expressdao do escalar de curvatura
quadrimensional, tendo em vista que este é apresentado em trés dimensdes
[4]. Para chegarmos a esse escalar de curvatura, vamos colocar um termo a
mais, correspondente a variacdo dinamica do vetor diretor, na equagéo (5.16)
de maneira que a solucdo dela seja semelhante a solucdo da dindmica da
teoria continua.

O escalar de curvatura quadrimensional € proposto da seguinte maneira:

B 9e252 v 5 3eS
=G e M T ea o
+Ann (6.37)

R

V.[nV.n+nx Vxnj
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Em uma regido onde ndo ha massa e considerando a dinamica bidimensional

do vetor diretor no plano xy temos:

3eS ,
0——[(3_6(1_5)]V.[nv.n+nxVxn]+/11n.n (6.38)

Substituindo a (6.6) na (6.38) temos:

_ 3eS ) ) 2 :
0= [(3_6(1_5)][(V.n) + (Vxn)* +n.(V'n)]|+ yin.n  (6.39)

Multiplicando a equacéo anterior pelo vetor diretor n e levando em conta de

que n.n = 1, temos:

3eS 2 17
[G-e-5) "~ ™"
= —n[(V.n)? + (Vx n)?] 3e3 (6.40)
[(B—e(1-35)]
Inserindo as equacdes (6.8) e (6.9) na (6.40) tem-se:
3eS
= eé€1 — 9] (V2nyi + V2nyj) — A (g + 1y f)
= i j)[(V.n)? \Y 2 3es 6.41
= — (nyei + nyj)[(V.n)? + ( xn)][(3—e(1—5)] (6.41)
Esta equacao pode ser escrita como:
3eS 2 g ) ) 3eS
[(3_8(1_5)]V Ny, — A7, n,[(V.n)* + (Vx n) ][(3_9(1_5)] (6.42)
3eS . 3eS
(G e(1=5)] Vin, — 11, = —ny[(V.n)? + (Vx n)?] (G—el=5)] (6.43)
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Dividindo a (6.42) pela (6.43) temos como resultado:

3eS
[B—e(l—9)]

[n,V?n, —n,V2n,| — A1 [nyn, — ey, | =0 (6.44)

Substituindo as equacdes (6.13) e (6.14) na equacao anterior chega-se a:

3eS
[B—e(1—-95)] [
=0 (6.45)

ny, (00,0, + 0,0,ny) — 1 (0,05, + 0,0,n,, )| — A4 [ny 1y — nyty |

Inserindo nesta equagdo as componentes n, € n, € a taxa de variagao

temporal destas, chegamos a:

[B—e(1-9)] 2. 99

VZ — -
¢ 3eS 15¢

(6.46)

Esta equacgéo é semelhante a (6.33), onde podemos perceber que a constante
elastica depende de quantidades, que foram ja discutidas nos capitulos

anteriores, como: excentricidade e e parametro de ordem escalar S. Logo:

_[B—e(1-25)]
k= o (6.47)

Para a dinamica tridimensional do vetor diretor e numa regiao onde nao tem
massa, temos:

[B—e(1-9)]. .

Vin — AN

3eS
, [6—e(S+2) ,

=—Nn

onde as componentes do laplaciano que atuam nas componentes do vetor

diretor sdo escritas como:
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[B—e(-S5)]

0x0xny + 0,0, N + 0,0,1, — 3eS Ay
6—e(S+2)
— _ 2 omewTal 2
=—n, l(V.n) +<6—2e(1—5)) (Vxn) l (6.49)
3—e(1-S
0x0xn,, + 0,,0yn, + 9,0,n,, — It ;25 )l M1y,
6—e(S+2)
— 2 I 2
=—-ny,|(V.n) +<6_28(1_S)>(Vxn)l (6.50)
0.0.n, +0,9.m, +d,9,n, — L=,
xYx!tz yYyltz zYz'z 3eS 1'%z
6—e(S+2)
— 2 I 2
=—n, [(V.n) +<6—2€(1—S)) (Vxn) l (6.51)

As derivadas temporais das componentes do vetor diretor sdo:

1, = sinfcos@@ + singcosfo
n, = —sinfsinp¢ + cospcosHo

n, = —sinfo

Substituindo essas relagGes e o valor das componentes n,, n, e n,, obtemos

as seguintes solucdes:

[B—e(1-9)]. .

V20 — sinfcosH(Vp)? = 305 1,6 (6.52)

[B—e(1-9)]
3eS

V20 + 2c0s6(V0.Vgp) = A,5inB¢ (6.53)
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Como esperado, essas duas equacdes sao semelhantes a (6.35) e (6.36)

onde a constante elastica é dada pela equacgéo (6.47).
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CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Partindo da ideia de que as equacdes do campo gravitacional, descrita
pela teoria da relatividade geral e a que descreve as texturas dos cristais
liquidos apresentam semelhancas, a partir do ponto de vista matematico,
chegamos as equacdes que descreve as configuracdes estéticas do vetor
diretor em torno dos defeitos resolvendo a equacéo de Einstein dos cristais
liguidos nematicos, utilizando as componentes do vetor bidimensional e
tridimensional.

Chegamos nestes resultados, considerado que o0 tensor stress,
responsavel pela curvatura em uma amostra neméatica, como sendo nulo. A
partir de entdo, obtemos as mesmas equacdes diferenciais acopladas, que
também sdo deduzidas na teoria continua dos cristais liquidos nematicos. A
solucéo destas equacdes descreve a configuracdo do vetor diretor ao redor de
um defeito.

Tendo estes resultados como base, neste trabalho foi feito ainda uma
suposicdo que consiste na introducdo de um termo a mais no escalar de
curvatura, corresponde ao tempo, deixando-o quadrimensional. E quando
resolvido para os casos particulares do diretor, encontramos as equacdes que

descreve as configuracdes dinamicas do diretor.

Estes resultados apresentados deixam bastante claro que realmente ha
conexao entre a teoria da relatividade geral e as equacdes que descrevem as
texturas dos cristais liquidos nematicos, a partir do momento que resolvemos a
equacado de Einstein dos cristais liquidos utilizando as componentes do vetor
diretor.

Para trabalhos futuros, pretendemos adicionar um termo na métrica dos
cristais liquidos correspondente ao tempo com finalidade de obter o mesmo

escalar de curvatura proposto neste trabalho, via algebra tensorial.
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APENDICE

Tensores

Grandezas fisicas como, densidade, pressdo e temperatura sdo as
mesmas em qualquer sistema de coordenadas, ou seja, elas como grandezas
escalares e requer apenas um numero (intensidade). Ao passo que as
grandezas vetoriais (aceleracdo, velocidade, forca etc.) precisam de trés
nameros (intensidade, direcdo e sentido). Os tensores séo generalizacdes dos
vetores e escalares. Caracterizamos essa generalizagao através da “ordem”.
Assim, um escalar é definido formalmente como sendo um tensor de ordem 0
(zero). Por sua vez, um vetor é definido como sendo um tensor de ordem 1
(um). Logo, qualquer outro elemento que seja de ordem superior € chamado de
ordem n [57].

Os tensores sdo empregados para que as equacdes fisicas sejam
invariantes sob transformacéo de coordenadas e é de extrema importancia na
teoria da relatividade geral, na teoria do eletromagnetismo e nos cristais

liquidos e em outros ramos da fisica.

A.l Transformacédo de Coordenadas

Em um espacgo Euclidiano tridimensional, as coordenadas de um ponto
sdo (x,y,z) onde x,y e z s@0 numeros reais. E interessante escrever
(x1,x?,x%) para as coordenadas (x,y,z) ou x' onde i = 1,2,3. Generalizando
para um espaco de n- dimensdes, as coordenadas do ponto sdo de n variaveis
independentes (x1,x2,..x™) em X coordenadas. Seja (x'%,x'? .. x™) em
coordenadas curvilineas, a coordenada do mesmo ponto no sistema de

coordenada Y e func&o Unica independente de (x1,x?, ...x™) de modo que [56]:
x't = x't(xt, x?, .. x™)

x'? = x"?(x1,x%, ... x™)
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x"3 = x"3(x1,x2, ... x™)

x™ = x™(x1,x?, ... x™)
ou,
x" = x"(xtx?, .. x™) [ =12.,n (A4.1)

Pode-se escrever x! como fungdes de x'%,x'?, ... x, logo:

xt = x{(x't x'?, . x™) i =12..,n (A.2)

A.2 Vetor Covariante e Contravariante (Tensor de 12 Ordem)

Considerando a transformacdo de um sistema de coordenada
apresentada na equacgéao (A.1) as suas diferenciais se transforma segundo a lei
[56]:

ox't

dx't = o dx’ (A.3)

onde esta equacdo representa o deslocamento infinitesimal de um vetor

contravariante [57].

Seja U' um vetor que pode ser escrito como (UL, U? ..U™com i =
1,2,...,n que sejam fungdes de n coordenadas (x?!,x?, ..x") em coordenadas

X de um sistema. O vetor U! é transformado para U’ num sistema de

coordenada Y de acordo com a lei de transformacéao:

U't=—Uu’ (A.4)
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onde, U! é chamado de componentes do vetor contravariante (Quadri-vetor

contravariante) [45].

Seja ¢ uma funcdo escalar de coordenadas (x!,x?,..x™) ou x'em um
sistema de coordenadas X e (x'!,x'?,..x"") ou x'* sdo coordenadas em um
sistema de coordenadas Y. Considerando a transformacéo de um sistema de
coordenada de x* — x'%, a lei de transformac&o da funcéo escalar é dada por
[56]:

dp _ 0x! g
ax't  Ax'lox)

(A.5)

Observe na equacio (A.5) que as derivadas parciais dx//dx'* aparecem em
lugar trocado quando se observa a equagédo (A4.3). Como foi definido na
equacao (A.3) um vetor contravariante, logo pode definir na equacgéo (4.5) um

do tipo vetor covariante. Um exemplo de vetor covariante € vetor gradiente [45].

Seja U; um vetor que pode ser escrito como (Uy,U,,...Uy)com i =
1,2,...,n que sejam funcdes de n coordenadas (x?!,x?, ..x") em coordenadas

X de um sistema. O vetor U; é transformado para U,; num sistema de

coordenada Y de acordo com a lei de transformacéo [56]:

dx’

U= g5

U; (A.6)

onde U; é chamado de componentes do vetor covariante (Quadrivetor-

covariante) [45].

Em um sistema de coordenadas cartesianas ndo ha diferenca entre os
vetores covariantes e contravariantes e as regras de ambas tornam-se

equivalentes [45].
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A.3 Tensor Contravariante de 22 Ordem

Seja UY as componentes de um tensor contravariante de 22ordem com
(i,j = 1,2,..,n), ter n? funcdes de coordenadas (x?!,x?,...x™) em um sistema
de coordenadas X, UY serda transformado para U'Y  com
coordenadas (x'%, x'?,...x™) em um sistema de coordenadas de Y de acordo

com a lei de transformacéo [56]:

dx"t dx'
dxk ox!

1ij —

Ukt (A.7)

A4 Tensor Covariante de 22 Ordem

Seja U;; as componentes de um tensor covariante de 22ordem com
(i,j = 1,2,..,n), ter n? funcdes de coordenadas (x!,x?,...x™) em um sistema

de coordenadas X, U;; sera transformado para U,;;com

1ij
coordenadas (x'!,x'?, ...x'™) em um sistema de coordenadas Y de acordo com

a lei de transformacéao [56]:

) ax¥ oxt
Ulij = 5507 Ukt (A.8)

A5 Tensor Misto de 22 Ordem

Como os tensores covariantes e contravariantes ja estdo definidos, os
tensores mistos € consequéncia, tendo em vista que este € composto por
indices covariantes e contravariantes. Seja Uji as componentes de um tensor
misto de 22ordem com (i,j = 1,2,..,n), ter n? funcbes de coordenadas

(x1,x2,..x™) em um sistema de coordenadas X, Uji sera transformado
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para Uj’i com coordenadas (x'1,x'?, ...x'™) em um sistema de coordenadas Y de

acordo com a lei de transformagao [56]:

o Ox't 9xt
no__ k
i = F 9 Ul (A.9)

Seguindo o0 mesmo raciocinio, podem-se obter tensores de ordem
superiores como, por exemplo, tensor misto de 32 ordem e que se transformam

de acordo com a lei de transformacao:

- oxt ox™ox't
no_ k
]SL - axlj dx's axk Ulm (A 10)

o dx'tax'T 9x™
njo_ ki
ST 9xk ax! xS Um (4.11)

Observe na equacao (A.10) que as componentes desse tensor misto

apresentam um indice contravariante e dois contravariantes, sendo que esse

2
1 Os

tensor € do tipo % e ja na equacgdo (A.11) tem-se um tensor do tipo
tensores covariantes e contravariante podem ser casos particulares de

tensores mistos como, por exemplo: tensor covariante de 22 ordem € do tipo g

e tensor contravariante de 32 ordem é do tipo (3; [57].

E importante destacar a delta de Kronecker (tensor invariante unitario)
[45] que é mais bem representado como 5]-" pois € um tensor de 22 ordem do
1
[ :
tipo 1

5l = ox't  ox" ox*  ox'" ox' 5k
J T 9x T axkax T axkax ! (4.12)
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Lembrando que a definicdo do delta de Kronecker é:

51'—{ 1,se i=j
"l 0,sei#j

Se U! € um vetor, contraindo com &¥ obtemos [45]:
Uisk = U* (A.13)

A.6 Conjugado do tensor simétrico

Seja U;; um tensor covariante simétrico de 22 ordem, o determinante

desse tensor é |U;;| # 0. O tensor contravariante UY é definido por:

Ul =
|U]

(A.14)

Onde B;;é co-fator de U;; nesse determinante [56,57]. Utilizando as
propriedades do determinante chega-se a dois resultados:

(i) UijBi; = |Uij| = UU| ul =1 = U;U9=1

vij

(i)  UyB =0 = UU|U|—0 = U, UY =

Ukl

Observando os resultados (i) e (ii), chega-se a concluséo de que [56]
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; 1, se i=k
Uk =1 b
UyU {0, se i +k
Ou segja:
U UM = 8F (A.15)

A7 Tensor métrico e métrica Riemanniana

O tensor métrico, € um tensor simétrico positivo de ordem 2 e que é
usado para medir a distancia em um espaco e também descrever a geometria

desse espaco.

A.7.1 Tensor métrico covariante

Em coordenadas cartesianas, a distancia entre dois pontos vizinhos
(x,y,z) e (x +dx,y + dy,z + dz) é dado por [56]:

ds? = dx? + dy? + dz? (A.16)

No espaco de N dimensdes, a distancia entre dois pontos vizinhos x'* e x'* +

dx'* emque (i = 1,2,...,n) € dado por:

ds? = dx"'dx" (3.17)

Substituindo a equacao (A.3) na equacéo (A.17) obtemos [57]:

ds? = gpdx’dx* (A.18)
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Esta equacdo representa uma expressao geral da forma quadratica dos
diferenciais, simplesmente chamada de métrica ou tensor métrico covariante,
onde:

dx't ox't

A.7.2 Tensor métrico contravariante

O tensor métrico contravariante é definido por:

B
gk = ?" (4.20)

Onde g = |g;x| # 0 é o determinante do tensor métrico e By, é o co-fator de g/¥
nesse determinante. Utilizando os mesmos procedimentos utilizados para obter
a equacao (A.15), chega-se numa relagéo entre o tensor métrico covariante e

contravariante [57]:
gij9’% = 6f (A.21)

Num sistema de coordenadas cartesianas, nao ha diferenca entre vetores
covariantes e contravariantes, entretanto, essa diferenca aparece quando
passamos para coordenadas curvilineas e ele pode ser representado sob a
forma de covariante ou contravariante. O tensor métrico tem grande
importancia que é de permitir passar das componentes covariantes de um vetor

para suas componentes contravariantes e vice-versa [45]. Logo:

Ut = g*u, (A.22)
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Ou,

U = g U* (A.23)

Num sistema de coordenadas cartesiana g;, = ;.. Essas regras
apresentadas nas equacgoes (A.22) e (A.23) também se aplicam aos tensores
[45]. Assim,

UL = ginU"  ou U%™ = gllghnu,  (A4.24)

Em coordenadas cartesianas o quadrado do valor absoluto de um vetor é
igual & soma dos quadrados de suas componentes e em coordenadas

curvilineas o quadrado do valor de um vetor € um escalar, ou seja,

U;U' = U U* = g, U'U* = g**U,U, (A.25)

Os indices mudos ou indices de soma tém certa mobilidade para levantar

ou abaixar [45]. Assim,

UmU™ = U™U;, ou Uy US = ULU} (A.26)

A.8 Equacdo da Geodésica

A menor curva que une dois pontos fixos P; e P, € chamada de geodésica.
Essa curva possui uma parametrizagdo em relacdo a um parametro t [57],

logo:



xt=xi(t), tE€[ty,t,] (A.27)
O elemento infinitesimal de comprimento é dado por:

ds = +/ds? (A.28)

Substituindo a equacao (A.18) em (A. 28) obtemos:

ds = /gjkdxjdxk (A.29)

Derivando esta equacédo em relacédo ao tempo,

ds = /g,-kx’Jx'k dt  (A.30)

O seu comprimento de arco no intervalo [t,, t,] é dado por:

L‘=Js'dt (A.31)

Onde,

$= /gjkx'fx'k (4.32)
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A equacdo da geodésica parametrizada que minimizam a integral e

fornece comprimento de arco £ € dada pela equacédo de Euler-Lagrange:

d(as') 65’_0 4,33
dt\gxl/ oxt (4.33)

Derivando parcialmente a equacio (4.33) em relagdo %! obtemos:

. 0 /g- X xk ok
0 Jk 1 0(gixx’x
iy — i) 4 34

1 1 . l
ox ox 2 ’gjkxlxk ox

Como gj, néo depende explicitamente de x!, logo:

Temos que,

X
§l === e <Sl’<=7 (A.36)

Substituindo essas rela¢des na equagao (4.35), obtemos:

95 _ 90k (g 4 sty = SO+ 95000 _ gudt + 9,00 _ 29,00
axl 25 N ! 28 2§ 28
ds 1x)
_dit (3.37)

dx! $
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Derivando parcialmente a equacio (4.32) em relacdo x! chega-se:

95 10(gux/x¥) 1 0g
axt 25 axt 25 0x!

xIxk  (A.38)
Substituindo a equacéo (4.37) e (A.38) na equacao (4.33):

d gljx'f 1 ag]k ..
| L) 21T vk =
dt( s > 25 o ¥ =0 (4.39)

Fazendo a mudanca de parametro em que ds = dt,isto é s=1e5 =0 [57], a

equacao (A.39) assume a seguinte forma:

d dx)\ 10gj.dx/dx*  d®x/ N dg;jdx)  10g dx! dx*
ds\9Uas ) T 20xt ds ds Y dsz T ds ds 2 0x! ds ds
—0 (A.40)

Observando o segundo termo do membro direito da equacao (A.40) ele pode

ser escrito da seguinte forma:

dgijdx) 0dg,dx)dx* 10dg,dx"dx/ N 109, dx’/ dx*

ds ds 0xK ds ds 20x* ds ds 20x) ds ds (4.41)

Substituindo a equacao (4.41) em (A.40):
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d*x) 10g;;dx*dx) 1dgy dx/dx* 10g; dx/ dx*

i - - : - = =0 A.42
9 g2 +28x" ds ds *3 0xJ ds ds 2 dx! ds ds ( )
Organizando-a obtemos:
d*x] 1(0g;; 0gy 0g)\dx’ dx*
9 g2 +E<axk ox)  ox!)ds ds 0 (443)

E introduzida na equacio (4.43) uma quantidade chamada de Simbolo
de Christoffel de 12 espécie [57]:

Dy = )

1(09;; 9dguw 99k
‘(axk + (A.44)

Substituindo a equacao (4.44) em (A.43):

d*x + I dx) dx* =0 A.45
9 gsz TGS ds (4.45)
Multiplicando-a por g™ obtemos:
o A dxddx®
9 9y gzt I kg s T 0 (A4.46)

n
i

Onde e Tj, = 9™Tj., € Simbolo de Christoffel de 22 espécie:
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Logo:
St d*] + I dxldxt_ 0 A.47
Jods?2 R ds ds (4.47)
Fazendo j = n, obtemos:
d?x" dx/ dx*
— r—_——= A.4
ds? T Uk ds ds 0 (4.48)

A equacao (A.48) € conhecida como equacao da geodésica da qual a
solucdo fornece a parametrizacdo x™ (s) da geodésica no espaco que é

caracterizado pelo tensor métrico ou métrica [57].

A.9 Lei de transformacédo dos simbolos de Christoffel

Seja o simbolo de Christoffel I, ; no sistema de coordenadas x'™:

, 1(99'; ag',, 99y
e _§<ax’k T oxi T ot (4.49)

E que serd obtido em um sistema de coordenadas x™ e para iSso seré

necessario trabalhar com os termos entre parénteses. Seja:

29'; @ dxP 9x1
ax'’k — 9x'k (gpq Wax’j) =
Em que:
. OxP dx1
g = gpq WW (ASO)
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E o tensor métrico covariante escrito em um sistema de coordenadas x" a
partir do sistema de coordenadas x™. Portanto:

99’ 0g,, 0x' dxP x4 9%xP  0x4 0%x9  0xP
L = 2 -+g -+ : (A.51)
dx'k dxt dx'* dx't dx'J PA\ gx'kax' dx'J  dx'kox'T dx't

Fazendo as permutacdes dos indices k S j obtém:

09"y 0gpq 0x' dxP dx1 N d%xP  0x1 N d%x1  OxP (4.52)
ax'  oxt oxJ oxtox® " I\ oxiaxt ax® T 9x'ax'® ox" '

E paral S j obtém:

d0xP
Ix"lox'J Ox'k + ax'lox'k ax’f> (A.53)

ag,jk _ 09pq dx' dxP 0x9 4 0%xP  09x4 0°%x1
ox'T  oxt dx"ox] ox' * Ira

Substituindo as equacdes (A.51), (A.52) e (A.53) em (A.49) obtemos:

- _1[0dgp, 0x' 0xP (')xq+ 9%xP 6xq+ 0%x9  oxP
et =2\ 9xt 9x® axt 9x7 9P\ 5x*gx T 0xT * ax'*9x'T Ox'

+(’)gpq dx' 0xP dx1 N 0%xP  0x1 N 9%x9  OxP
oxt 9x7 0x" 9x'® " Ira\ axiaxT ax% T 9xT9x'* 9x'!

0gpq 0x' 0xP 0x9 0%xP  0x4 N 0%x9  0xP s
axt 9x1ox7 9x'®  IPa\ GxlaxT 9x'X T 9x"ax'® 9x')

isp Lp.q—=q,ip
, 10gpq 0x' 9xP 0x7 109, 0x' 0xP 0x9  10g,q Oxt dxP 0x1
My = 2 0x! 9x ox" 9x'T 2 9xi 9x T ox" ox'® 2 9xi 9x' ox" ox'k
0%xP  9x4
+ 990 G 97




97

109pq dxt dxP ax9 1094 0xP dxt x4 109, 0x19 ox' oxP
2 dxt dx'9x' ax'J ' 2 dxP 9x' dx"' dx'k 2 9xq dx'l 9x'J dx'*
0%xP  9x1
" 9va gk 931

! —_
kg =

,_ 0x' 0xP 0x11(0gpq  0giq 0Gip 0%xP  0x1
LT Gk 3x 9xT 2\ Oxt | oxP  9xd ) TIPa Gk 9y

Logo:

) dxt dxP 9x4 9%xP  0x1

Jkl = axlk Waxlj Fiqu-{_gpq axrkaxll axrj (A 54)

Esta equacéao representa a lei de transformacéo do simbolo de Christoffel
de 12 espécie e que nao é um tensor. O simbolo de Christoffel de 22 espécie no
sistema de coordenadas x'™ em termos de um sistema de coordenadas x" €
dado por [57]:

I"'Jnk = g'"lF'jk_l (A 55)

Substituindo a equacao (A.54) em (A.55) obtém:

o [(0x" 0xP 0x9 9%xP  9x9
ij =9 ax'k 9x' Ox'J Lip.qt9pq Ax'kax'l dx' (4.56)

onde,

_ox™ dx't
= 9xe oxb I

ml

g ab  (A.57)

€ 0 tensor métrico contravariante escrito em um sistema de coordenadas x'™ a

partir do sistema de coordenadas x™.

Substituindo a equacao (A4.57) em (A.56) obtém:
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n  Ox™oxt [ 0x' 0xP 0x9 9%xP x4
T = g° TipatH0pq s 5 =
J 0xa axb axlk axll ox'J p.q prq axlkaxrl ox'J
. 0x'™ dx' 9xP 9x9 dx' ax'™ 9%xP  0x90x'"
l'!l_k — . gab ; + i gabg =
T 9x® dx' dx'k 9x't 9xP A" 9xa gx'Jox'k 9x't dxP pa
st st
b b
pm dx'™ dx' 9xP aq ox™ 9%xP
Jke = Ox® dx'J axrkg Fiqu + Ox@ axrjaxrkg 9pq =
ip p
P dx'™ dx' dxP re 4 dx'™  0%xP e
ik = Gxa o ox® e ¥ G axiak (A58

Esta equacédo representa a lei de transformacéo do simbolo de Christoffel

xS

de 22 espécie e que ndo é um tensor. Multiplicando a equacgéo (A.56) por;x

m’

obtemos [57]:

Ox® .,  0x° 0x™ 0x' 0xP . 0x° 0x™ 0%xP

dx'm jk — dx'™ OxS axl] axlk ip + dx'™ OxP ax’jax’k

oxs ., oxtoxP o 9%xP

axm KT gxigx’k P T TP gx'igx'k

dxS dxt dxP 92x*
— " = S 4
axm I T gxrigx’k P T gx'igx’k

Onde:

92x" xS . Ox' oxP
ax'Jax'® — axm Ik 9x'iox'k

I3 (A.59)

Esta € equacdo da derivada segunda de x5 em relagdo a xS em termos
do simbolo de Christoffel [56].

A.10 Derivada Covariante
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Em coordenadas cartesianas as diferenciais de um vetor formam um vetor
e as diferenciais parciais de suas componentes formam um tensor, 0 mesmo
ndo ocorre em coordenadas curvilineas. Isto é devido ao fato de que as
diferenciais de vetores (diferenca de vetores) se encontram em pontos
diferentes (infinitamente vizinho) do espaco e os vetores se transformam
diferentemente, pois sabemos que o0s coeficientes das equacbes de
transformacéo (A.4) e (A.6) sdo fungbes das coordenadas. A idéia é procurar
um tensor que desempenha, em coordenadas curvilineas, 0 mesmo papel que
o tensor em coordenadas cartesianas. Em coordenadas curvilineas, para que a
diferencial de um vetor seja um vetor, € preciso que os dois vetores se
encontrem no mesmo ponto do espacgo (transportar um dos dois vetores onde
se encontra o0 outro e s6 depois disso € que pode efetuar a diferenca dos dois
vetores). O deslocamento de um vetor paralelo a si mesmo em que suas
componentes cartesianas nao variam e se utilizarmos coordenadas curvilineas
suas componentes geralmente variam. Assim, em coordenadas curvilineas a
diferenca das componentes dos dois vetores depois do transporte de um deles
até o ponto onde se encontra o0 outro, ndo coincide com sua diferenca antes do
transporte. As diferenciais de vetores que se encontram no mesmo ponto logo

apo6s do transporte é apresenta a seguir [45].

A.10.1 Derivada covariante de um vetor covariante

Seja U, e U', as componentes do vetor covariante em um sistema de

coordenadas x™ e x'™ respectivamente [56]. Logo:

OxP

= o U

U ) (A.60)

Diferenciando parcialmente esta equacdo em relagéo x'/ obtemos:



100

oU') %P dxP U, dx1

axJ _ ox"Tox'k P + dx'* dxq 0x'I (4.61)

Permutando p por s no primeiro termo do lado direito obtemos:

au'y  0%x° U+ dxP 90U, dx1
dx'J  dx'ax'k S 9x'k dx4q dx'

(A.62)

Substituindo a equacgao (A.59) no primeiro termo da equagéo (4. 62):

S

U’y (axs P dx' dxP ) dxP dU, 9x1

o (T —— T, — P =
dx'] axm Ik T axi gk | Vs T 5k G X
ou’y n 0x° U 0x? 0xP T dxP U, 0x1
ox'J T gxm 7S gxi gx'k IPTS T gx'k dxd dx']
U,
o'y . n.., OxT0xP dxP U, 0x1
dx'l KT M gxti gy TaPTS + 9x'* 9x4 9x' =z
' . oxPoxd (dU,
axi Ul = 9x'J ax'® \9xd UsTvq (4.63)

Para que a equacao (A.63) seja semelhante com a equacao (A.7) deve-se ter,

, au'y . oon Up
Uk,j = E)x’j —-U nF kj e Up,q = W— Usrzgq (A. 64)

Substituindo a equacao (A. 64) na equacao (A.63) temos:

, 0xP 0x1
U kj = ax_”‘ax_’l qu (A. 65)
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A equacdo (A.65) representa a lei de transformacdo do tensor de 22

ordem e que a derivada covariante de um vetor covariante (U'y ;) resulta em

um tensor covariante de 22 ordem [56].

A.10.2 Derivada covariante de um vetor contravariante

Seja U' e U'" as componentes do vetor contravariante em um sistema de

coordenadas x™ e x'™ respectivamente. Logo:

oxs
Us = P U’k (4.66)

Diferenciando parcialmente a equacao (4.66) em relacdo x'/ obtemos:

ouUs 0 (axs k)
UI

- = y =
dx'7  0x'J \ox'k
oU° 9%’ Uk + dx* aU'* (4.67)
dx'J — dx'dx'k dx'k 9x'J '

Substituindo a equacao (4.59) no primeiro termo da equagéo (A.67)

ous  (ox* ., 0x' oxP _\ . 0x®oU'"

o7~ \awm " axiaxe w |Vt g g -

ous _ ox* ., . oxtoxP . 0x®oU'™

ax'J — ax™m KT T gx'i gx'k lipU™ + ox'k 9x'J =z
ousou't  ox* ., . 0x' 0xP — dxS U’k

- = - -— : . =
outax'l — gxm ¥ dx'l ax'k P dx'* 9x')
oUs Ut 0x® - dxP Uk dx* . dxs aU'*

-—— = - - T . =
Ui dx'J — axm ¥ ox'* ~_9x'/ P " ax'k 9x')

up
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Permutando os indices n < k no primeiro termo do lado direito da equacao

anterior, obtemos:

aUs Ut 9xS dxt dxs aU'k

X
= ' ym —yr—r$ : =
UL axT _ axk I ox7 @t 5 ax
oUs oU" U ox*t rs 0xs [ gm dxs aU'* N
QUL 0x'J dx'J P T gyxtk I dx'k dx'i

oxt (QUS N xS, U
ax'f(aui+U Fpi) = o\t o) 2
ou'r ko, 0x™oxt Us

e T = G g Gt ) @e)

Para que a equacgéao (A. 68) seja semelhante com a equacao (A.9) deve-se ter:

'k
v r'sum e US= ov” UPTS, A.69
+ nj e R EYIE + pi ( ' )

0
k __
Uij_ axlj

Substituindo a equacao (A.69) na equacéo (A. 68):

g Ox™oxt 4
b= SUT (A70)

A equacéao (A.70) representa a lei de transformacéo do tensor misto de 22
ordem e que a derivada covariante de um vetor contravariante (U’_’j) resulta em

um tensor misto de 22 ordem [56].

A.11 Tensor de curvatura ou de Riemann-Christoffel



103

Seja x! = x(s) as equacbes paramétricas de uma curva em que s é 0 arco

. ~ i odxt o N
medido de um dado ponto, entdo o vetor u' = d—’; € um vetor unitario tangente a

curva. Se a curva considerada ¢ uma geodésica, Du' =0 ao longo dessa
curva, o vetor u' é transportado paralelamente de um ponto x* para outro ponto
x' + dx' sobre a mesma geodésica com o vetor u® + du’. Consequentemente,
no transporte paralelo ao longo de uma geodésica No espaco néo euclidiano o
transporte do vetor de um ponto a outro, fornece resultados diferentes se os
caminhos seguidos séo diferentes, logo o transporte paralelo de um vetor ao
longo de um caminho fechado, esse vetor ndo mais coincidira com o vetor
inicial. A variacdo de um vetor U, durante seu transporte paralelo ao longo de
um caminho fechado tem que U,;; # U, j;, ou seja, quando tomamos duas
vezes a derivada covariante de um vetor, o resultado da derivacdo depende,

em geral da ordem da derivacgéo [45].

Considere a derivada covariante de U, em relagcdo a x*:

o,

Ugi = ol Ig:iUr (A.71)

Derivando covariantemente a equacdo (A4.71) em relacéo a x/:

U,

— g 14 14
a (90U, » (U, » (U,
Uiy = 77 (= Tilr) =13 (W ~ T ) =15 (G~ Thts) =
0°U, 0Ty ov, ., 0U, . . »0Uq
Vaii = 5x7axt "0 Ur ™ Fa o T get Tlaleite ~ 5o
+ I T5p Us (A.72)

fazendo uma permuta de i 2 j temos:
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2 r
Ugji = Vs _Olay - —Tg; Wr 19 9% 4 popay, _ppl
U oxioxd  oxt Joxt  oxs  erpimd Ut gxp
+ T Tap Us (A.73)

e efetuando a diferenca entre as equacoes (A.72) e (A.73) obtemos:

ary; ary;
Ugij — Ugji = <W - axafl + T} — To 5;) U. (A.74)

r
Rgij

A diferenca entre U, ;; — U, j; fica definida por um tensor de curvatura ou

de Riemann-Christoffel de 42 ordem Rg;; e U, € um vetor covariante arbitrario,

logo [45]:
r o Olay Ol rP[r. — rPr7 A.75
aij_axi_axj"'ajpi_ ai'pj (4.75)

No espaco euclidiano o tensor de curvatura € nulo e se passarmos para
um sistema de coordenadas na qual o simbolo de Christoffel € nulo em todo
espaco, o tensor curvatura também serd nulo devido ao seu carater tensorial.
Se em um espaco nao-euclidiano tivermos um dado ponto em coordenadas
cartesianas o simbolo de Christoffel sera nulo nesse ponto, mas o tensor de
curvatura ndo sera nulo para o0 mesmo ponto (isso € devido as derivadas dos

simbolos de Christoffel ndo se anularem nesse ponto) [45].

Contraindo o tensor de curvatura apresentado na equacgao (4.75)

obtemos:
Rmaij = 9mr gij (A.76)

que é tensor de curvatura da forma covariante. Agora contraindo o tensor de
curvatura apresentado na equacéo (A.76), definiremos o tensor de Ricci [45],

logo:
Raj = gmiRmaij = RZlnmj (A.77)

onde a equacao (A4.75) é escrita da seguinte forma:
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_ory;  ary,

Y 9xT Qxd

+ T =TT, (A.78)

Uma caracteristica do tensor de Ricci € que ele é simétrico, ou seja:

Contraindo o tensor de Ricci apresentado na equagéo (A.77), obtemos o
invarinate, chamado curvatura escalar do espaco, ou seja, a curvatura €

independente do sistema de coordenadas [45], sendo assim:

R = gajRaj = gajgmiRmaij (A.80)
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